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En publiant ce Traité d’ Analyse, j'ai pour but principal 
de développer la partie de mon cours de la Faculté des 
Sciences, relative a la théorie des équations différentielles. 
Cet Ouvrage sera donc surtout un traité général sur la théo- 
rie des équations différentielles 4 une ou plusieurs variables. 
Je n’ai cependant pas cru devoir adopter ce dernier titre, el 
cela pour deux raisons. 

D’abord, quelques-uns de mes auditeurs ayant bien voulu 
exprimer le regret qu'une partie de mon cours lithographié 
de 1886-1887 ne fit pas reproduite, je me suis décidé a publier 
un Volume préliminaire commengant par les parties les plus 
élémentaires du Calcul intégral. De cette facon, je ne suppose 
chez le lecteur aucune autre connaissance que les éléments du 
Calcul différentiel aujourd’hui classiques dans les Cours de 
Mathématiques spéciales. ; 

Un autre motif, d’un caractére tout scientifique, m’enga- 
geait encore a garder le titre un peu vague de Traile d’ Ana- 
lyse : cest que la théorie des équations différentielles est 
intimement li¢e a plus d’une autre théorie qu’il nous faudra 
approfondir. Pour ne citer qu’un exemple, l'étude prélimi- 
naire des fonctions algébriques est indispensable, quand on 
veut s occuper de certaines classes d’équations différentielles. 
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Vi PREFACE. 

Nous ne nous bornerons donc pas strictement a l’étude des 
équations différentielles; nous rayonnerons autour de ce 
centre. 

Je ne me dissimule pas les difficultés de la tache que j’en- 
treprends. L’activité de la pensée mathématique est aujour- 
Whui telle, qu’il est peut-étre téméraire de chercher a es- 
quisser, sur un sujet si vaste, l’état actuel de la Science. Le 
portrait, 4 le supposer ressemblant, est destiné, dans quelques 
parties, a vieillir assez vite. Mais peu importe si l’on se pro- 
pose seulement d’étre utile, en servant de guide A ceux qui 
désirent se mettre au courant de l’Analyse moderne et crai- 
enent de s’égarer seuls dans la multiplicité des Mémoires rem- 
plissant les journaux scientifiques. 

Le présent Volume est le Volume préliminaire dont je par- 
lais plus haut. Dans la premiére Partie, j’expose les éléments 
du Calcul intégral, en insistant sur les notions d’intégrale 
curviligne et dintégrale de surface, qui jouent un réle si im- 
portant en Physique mathématique. La seconde Partie traite 
d’abord de quelques applications de ces notions générales; au 
lieu de prendre des exemples sans intérét, j’ai préféré déve- 
lopper la théorie de Péquation de Laplace et les propriétés 
fondamentales du potentiel. On y trouvera ensuite l’étude de 
quelques développements en séries, particuliérement des sé- 
ries trigonométriques. La troisiéme Partie est consacrée aux 
applications géométriques du Calcul infinitésimal; elle est, 
avec quelques additions, la reproduction de mon cours litho- 
graphie. 

Un ami dévoue, M. Georges Simart, a été pour moi un 
précieux collaborateur. Il a bien voulu, avant l'impression, 


revolr mon manuscrit; ses judicieux conseils m’ont permis 


PREFACE. Vil 
d’ameéliorer en bien des points ma rédaction et de préciser 
ou de simplifier plus d’une démonstration. Je suis heureux de 
lui adresser ici expression de mon affectueuse reconnais- 
sance, en méme temps que mes remerciements pour la peine 


quwil a prise dans la correction des épreuves. 


Em. PICARD. 


/ 


Paris, le { mai 1891. 
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PREMIERE PARTIE. 


INTEGRALES SIMPLES ET MULTIPLES. 


CHAPITRE I. 


DES INTEGRALES DEFINIES. 


I. — Définition de l’intégrale définie, ses propriétés fondamentales. 


1. Le Calcul intégral a pris naissance le jour ot: l’on s'est posé 
la question suivante : une fonction f(z) étant donnée, existe-t-il 
une fonction qui admette f(z) pour dérivée, c’est-a-dire une fonc- 
tion telle que l’on ait 


Ses dy 


On a d'abord répondu a cette question par une représentation 
géométrique qui n’a aucune valeur par elle-méme, mais quin’en a 
pas moins fait faire de grands progrés a la Science. On construisit 

P.— 1. I 
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la courbe y = f(x), et l’on considérait l’aire comprise entre cette 
courbe, l’axe des a et deux paralléles a l’axe des y, l'une fixe, 
l'autre variable; on montrait que l’aire, considérée comme fone- 
tion de l’abscisse w de cette derniére ordonnée, est une fonction 
de x ayant f(a) pour dérivée. I] est clair qu’a moins d’admettre 
que la notion d’aire est une notion premiére, il n’y a pas 1a une ré- 
ponse rigoureuse au probléme posé. 

Nous allons supposer que la fonction f(z) est une fonction con- 
tinue de x entre les limites ou restera cette variable. Les considé- 
rations suiyantes conduisent d’elles-mémes a la combinaison ana- 
lytique qui, dans le Calcul intégral, joue le rdle essentiel. 

Admettons, pour un moment, qu'il existe une fonction y satis- 
faisant a la relation (1), la fonction y prenant la valeur yo pour 
x= a, et la valeur Y pour a = b. Partageons l’intervalle (a, 6) en 
n intervalles et soient 2,, 22, ---, 2p_, les valeurs de x aux 
points de subdivision; on désignera pary;, V2, --+5Yn—1 les valeurs 
correspondantes de y. Si l'intervalle 2, — a est suffisamment pe- 


- . WA, Dae of Cafe a \ ’ g 
it, le quotient 24 “° différe peu de f(a), et nous écriyons les re- 
@4— a 


lations approchées 


Yi—Yo = (M1 — 2) F(@), 
V2— 1 = (#2.— a1) f(x), 


Y — yn-1= (6 — Un-1) f (Ln-1)- 


x 


En additionnant membre 4 membre, il vient 
Y — Yo = (41— @) f (4) + (#2 — 1) f( 21) +... + (6 — &n-1) f (Ln-1), 


égalité approchée, mais qui, vraisemblablement, sera d’autant plus 
approchée que le nombre des intervalles sera plus grand, chacun 
d’eux se rapprochant de zéro. Nous sommes done ainsi conduit, 
étant donnée la fonction continue f(x), & étudier la somme 


(%— a) f(a) +...4+ (6 — any) f(@n-1). 


2. Dans cette étude, nous nous appuierons sur le lemme sui- 
vant, oi nous entendrons par oscillation dune fonction continue 
dans un intervalle la différence entre la plus grande et la plus 
petite des valeurs qu’elle prend dans cet intervalle. 
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Soient un intervalle (a, b), pour fixer les idées a< 6, et une 
fonction f(x) continue dans cet intervalle. Etant donné un nombre 
positif ¢, aussi peut que lon voudra, on peut toujours trouver 
une quantité positive 6 telle que, dans tout intervalle compris 
dans (a, b) et inférieur a 6, Voscillation de la fonction sott in- 
férieure ae 

Ce fait résulte immédiatement de la continuité. Supposons que 
Vinteryalle (a, 6) soit partagé en un certain nombre de parties 
égales, chacune d’elles en ce méme nombre de parties, et ainsi de 
suite. Je dis que nous arriverons ainsi a des interyalles dans cha- 


Io 


cun desquels l’oscillation de f(z) sera inférieure a= + Admettons, 


en effet, que notre lemme soit inexact; qu’arrivera-t-il? Si loin 
qu’on pousse la division, on aura au moins un intervyalle dans le- 


| 


quel l’oscillation sera supérieure a=, dans cet interyalle un autre 


interyalle ou l’oscillation seraencore supérieure a =f etainside suite. 


Ces interyalles étant compris les uns dans les autres, et tendant 
vers zéro, les extrémités de chacun d’eux tendent forcément vers 
un méme point limite « ; nous arrivyons donc a cette conclusion que 


Voscillation de la fonction serait supérieure a - dans un intervalle 


(2—h,«+h), h étant aussi petit qu’on voudra, ce qui est im- 
possible puisque la fonction est continue. D’ailleurs « pourrait 
coincider ayec a ou b, mais le raisonnement reste toujours appli- 
cable. 


Pour le mode de subdivision adopté, il arrivera done un mo- 
ment oi oscillation dans chaque intervalle sera inférieure a - ; 


prenons alors pour 6 la longueur de ‘cet intervalle, ce nombre sa- 
usfera aux conditions de l’énoncé, puisque un intervalle de lon- 
gueur 6 se composera toujours au plus de deux parties, dans cha- 


cune desquelles l’oscillation sera inférieure a <t 


Cela posé, nous pouvons démontvrer le théoréme fondamental qui 
suit : 


Tutortme. — La somme 


. (a,;— a) f(a)+...+ (6b — tn-1) f(%n-1) 
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tend vers une limite, quand tous les intervalles (aj44,x;i) len- 
dent vers séro, suivant une lot quelconque, en méme temps que 
leur nombre augmente tndéfiniment. 


Prenons d’abord une premiére loi de subdivision telle qu’on 
passe d’une subdivision a la suivante en fractionnant chacun des 


intervalles. Nous poserons 
Nn 
Li+1— Li = V+, 


et nous désignerons par M;,, et m;,, le maximum et le minimum de 
/(x) dans cet intervalle; dans ces conditions, les deux sommes, qui 


¢omprennent la somme proposée, 


M,0;-— M26, 4-2 Mor, 


M404 te On = oe 2 TP, On 


ont chacune une limite, car la premiére va constamment en dé- 
croissant, et la seconde en croissant. Les deux limites sont d’ail- 
leurs égales, car si nous prenons une subdivision telle que tous les 
intervalles soient moindres que 6, on aura M; ~ m; < ¢, et la dif- 
férence des deux sommes sera inférieure a 


BO, ieg tat eon) ou ¢(b—a). 


La différence des deux limites étant plus petite que tout nombre 
donné, puisque ¢ est arbitraire, sera donc rigoureusement nulle. 
Soit'u la valeur de cette limite. Il faut maintenant montrer que 
tout autre mode de subdivision conduira a la méme limite. 

Considérons un certain systéme d’intervalles 7, (a, 2...) 2n_s, 0), 
compris dans la loi de subdivision qui nous a donné la limite p ; 
nous supposons, comme il est permis, que tous ces intervalles 
soient moindres que 6. Conceyons alors un autre mode de subdi- 
vision, et dans celui-ci un systéme d’intervalles 7, (a, 91, -.-, b), 
tel que le plus grand des intervalles y soit inférieur au plus petit 
des intervalles x. Entre deux valeurs consécutives quelconques de 
«se trouyera au moins une valeur de y. Ecrivons sur une méme 
ligne l’ensemble des valeurs de x ey 


V1, V2) oo +5 Vs B1yVyris sey Nyy Lay Vy4+t, + +e; b. 


| 


Soient Sz et S, les sommes relatives aux subdivisions a et ). 


2 


Or 


INTEGRALES DEFINIES. 
Nous pouvons écrire S, de la maniére suivante : 
(¥1— DS (®) + (¥2— IM) S (M1) Fs HOV I pS Vp) 1 WS (Mp) 


= (Spri— 71) f(¥p)+ FE acy cy OE EO a ae +(%— Vy) f(%y) 
a (Y v4 — #2) f(Yy)+ alt Gtk OCU INS LS he is ess con a.e 4 ae beg A a)e © One & ale eh 8 ew 


DEEMIPURURIC |G © S 6 CCC OSES ELH HELO OSES CeO TEC ERED EEO EE HOH Se RHO EMOTE Hew ereen 


Comme f(y,), .--, f(yp) différent de f(a) de moins de ¢, la 


premiére ligne pourra se mettre sous la forme 
J(a)(a—a)+R, avec | Ry | <e(a;—a) * 


(le crochet | a| indiquant la valeur absolue de a); de méme la 
seconde ligne pourra s’écrire 


S (21) (@2— 21) + Ry avec | Ro | <e(@2— 2), 


et ainsi de suite. Si donc on forme la différence S$, —5,, on aura 


éyidemment 
pS24Sa) eA a). 


Or S, tend vers la limite »; il en résulte qu’a partir d’un certain 
moment S, différe de » d’aussi peu qu’on veut, c’est-a-dire a » 
pour limite, comme nous youlions l’établir. 

La limite dont l’existence vient d’étre démontrée s’appelle une 
intégrale définie et se représente par le symbole 


f farer, 


qui s’énonce : somme de a a b f(x) dz. 
Le signe [ rappelle l’origine de cette limite de sommes; la lettre 
x sous le signe d’intégration peut étre remplacée par toute autre 
b 
lettre ; expression [ I (y) dy est identique a la précédente. 
a 


On a supposé, pour fixer les idées, a< 6, mais on établira 
évidemment de la méme maniére l’existence de Vintégrale dans le 
cas oll @ est supérieur a b. 


3. Au lieu de considérer la somme précédente, on efit pu con- 
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sidérer d'une manitre plus générale l’expression 


(ay— a) f(a + 9,84) + (@g— 21) f (41+ 9262) +... 
= (6 = Bn—1) J (La-t at On8n); 


les quantités § étant prises arbitrairement entre zéro et un. La 
limite de cette somme sera, quels que soient les 9, la méme que 
tout a heure. En effet, les intervalles étant supposés plus petits 
que 6, celte somme différe de la précédente d'une quantité 
moindre que ¢(b — a), et l’assertion devient évidente. 

Les remarques suivantes résultent immédiatement de la défini- 
tion de l’intégrale. On a tout d’abord 


b a 
f Fey ae “a f(x) dx =o, 
t b 


Ca 


car les éléments des deux sommes sont deux 4 deux égaux et de 
signes contraires. 
Plus généralement, on aura 


b (3 a 
Ah Ge ae +f fix)de + f Jie) dea, 
a b ee 


comme on a en géométrie ab + be + ca=o0, en tenant compte 
du principe des signes. 


Supposons maintenant que dans l’intervalle (a, &) la fonction 
continue f(a) ail un maximum M et un minimum m, Vintégrale 


WL : f(a) de 


sera comprise entre M(b—a) et m(b—a), en remarquant que 
b 


at =) — a. On pourra donc écrire 


b 
if J (2) dx = A(b—a), 


A étant compris entre M et m. La fonction f(a) prendra la ya- 
leur A pour une valeur au moins € comprise entre a et b('); nous 


(*) Une fonction continue dans un intervalle f(a) atteint effectivement son 
Maximum et son minimum dans cet interyalle, et elle prend toutes les valeurs 
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| 


avons ainsi 
b 
f fade =f (b—a), 
 étant compris entre a et b. 


La formule précédente se généralise immédiatement. Considé- 
rons en effet l’intégrale 


b 
(2) ‘) f(a) (a) de 


et admettons que 9(x) soit positif entre les limites de l’inté- 


grale. Désignons encore par M et m le maximum et le minimum 


de f(x); nous aurons 


Mo(a)(a,;— a) > f(a) o(a) (a4,— a) > mo(a)(a,— 4), 
Mo (a) (%2— 21) > f(21) 9(%1) (@2— 21) > ME(a1)(%2_— 2%), 


ES Sia S Dw ee TS CSC HEHEHE SCH HAH KL ELH HH EM EHR RS OOH e VF HEM OCH 


Mo(#%p-1)(b— en— Waa Ae 1) 9 (@n— 1)(6—2p-1) > > M9 (@y— mee 1)» 


si l'on suppose, pour fixer les idées, que a soit inférieur a 0. 
Ajoutant membre 4 membre et passant a la limite, on voil que 
Vintégrale (2) sera comprise entre 


b b 
mf (x2) dx et mf o(x) dx. 
a oe 


On pourra par suite écrire 


b b 
f fare@)ae=se) fo ea) ae, 
— étant compris entre a et b. 


II. — Fonction ayant pour dérivée une fonction donnée. 
Applications géométriques. 


4. Nous pouvons maintenant répondre d’une maniére précise 
a la question que nous avons posée au début de ce Chapitre. Soit 


intermédiaires. Nous n’insistons pas sur ces théorémes qu’on admet sans peine; 
on en trouvera par exemple la démonstration dans le Mémoire de M. Darboux 
sur les fonctions discontinues (Annales de l’Ecole Normale, 1875). 
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f(a) une fonction continue dans un intervalle (a,b); x étant 
compris dans cet intervalle, l’intégrale 


x= 

[ S(y) ay 

a 

est une grandeur bien déterminée qui dépend de la limite supé- 
rieure 2; cette intégrale est donc une fonction de 2, F(a); nous 
allons démontrer qu’elle a f(x) pour dérivée. On a en effet 


xr+h 


F(w+h)—F(2) =f I(r) dy =hf (8), 


— étant compris entre z et +h. De 1a résulte d’abord que la 
fonction F (x) est continue; nous avons ensuite 


F(a +-h)—F(@) _ ,,, 
h = F(t); 


et, en faisant tendre / vers zéro, on voit que le premier membre 
a une limite qui est f(z). Nous avons done 


F'(v2)=/(4), 
et existence d’une fonction continue F(x), ayant pour déri- 


vée une fonction continue donnée f(x), est démontrée. 


5. Si, par un procédé quelconque, on a trouvé une certaine 
fonction continue F(a) qui admet pour dérivée f(x), cette fonc- 
tion ne différera que par une constante C de l’intégrale définie 


ff”) dy, puisque cette intégrale a méme dérivée que F(x). 
On aura done 


F()= fo fiy)dy +6. 


a 


En particulier, si = a, on trouve F(a) = C; par suite 


(3) F(x) —F(a)= f° fly) ay: 


et si l’on fait 2 = 8, 


b 
F(b)—F(a)= [- firyay, 
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formule qui est fondamentale pour le calcul des intégrales défi- 


nies. 
De cette formule et de celle établie (§ 3), 


b 
[ f(a) de = fie) (b—a), 


on conclut le théoréme souvent désigné sous le nom de théoréme 
des accrotssements finis. Soit, en effet, F(a) une fonction con- 
linue ayant pour dérivée f(x), il viendra 


F(b) — F(a) =(6 —a)F(E): 


c'est le théoréme des accroissements finis. IL se trouve démontré, 
par ces considérations, pour une fonction continue F(.2) ayant 
une dérivée F’(a) elle-méme continue. 

On sait que la démonstration de M. Bonnet, donnée aujourd'hui 
dans tous les cours de Mathématiques spéciales, n’exige pas que la 
dérivée soit continue, mais seulement qu’elle existe et soit finie. 


6. Une remarque importante concerne le cas ot la fonction 
F(z) aurait plusieurs déterminations, ce qui arrive pour les fonc- 
tions circulaires are sinz, arc tangx. Pour éviter toute difficulté, 
on doit partir de la formule (3); on prend pour F(a) une de ses 
déterminations; pour x voisin de a, il y aura, dans les cas qui se 
recontrent le plus fréquemment, une seule détermination de F (2) 
voisine de celle que l’on a choisie pour F(a). On trouvera ainsi, 
de proche en proche et sans ambiguité, la valeur qu'il faut adop- 
ter pour F(z), quand z variera de a a b. Soit, par exemple, 

I 
J(2) = Toe 


on peut prendre 
F(v)= arc tang. 


Parmi les déterminations diverses de arc tang.z, choisissons celle 
qui s'annule pour x = 0; on aura alors 


b dz ; ‘ 
; 5 = are tang, 
70 


cat 


arctangd étant la détermination de arc tangz obtenue en suivant 
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d’une maniére continue, de «=o ax==b, la détermination de 


are tangx qui s’annule pour zw = 0; par suite, dans la formule pré- 
: : . T 3 
cédente, arc tang b representera Pare compris entre — : et ++ a? 


ayant b pour tangente. 


7. L’intégrale définie 


b 
f floae (ax) 


est suscepuble d’une interprétation géométrique. Considérons la 
courbe y = f(a) et supposons d’abord f(a) positif quand & varie 
entre a et b. Chacun des termes de la somme 


Lf (#2) (2i41— 27) : 


représente un rectangle de hauteur f(a;) et de base (2i4,— 2); 
sil’on convient d’appeler aire limitée par la courbe, l’axe des « et 
les deux droites x = a, x = b, la limite de la somme de ces rec- 
tangles, nous pourrons dire que V’intégrale définie représente une 
aire. Si f(x) n’était pas toujours positif de a a b, on voit de suite 
que l’intégrale précédente représente, en supposant toujours a <b, 
l’aire comprise entre les ordonnées x = a et x = b, en ayant soin 
de considérer comme négatives les portions de cette aire siluées au- 
dessous de axe Ox. Si a> b, ce sont au contraire les portions 
d’aire au-dessus de Ox que lon deyra considérer comme négatives, 
et les autres comme positives. 

Une autre remarque plus importante est relative au cas ot la 


Fig. 1. 
y 


> 
w 


P| ee 
| 


0 


fonction f(a) passerait brusquement d’une valeur 4 une autre, 
comme l’indique la figure. Pour x =c, f(z) passe brusquement 
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de cCacD. L’intégrale définie n’en a pas moins un sens précis : 
elle représente la somme des deux aires, entendues comme il vient 
d’étre dit, AC ac et DBcb. Nous sommes done ainsi conduit a élar- 
gir notre notion de Vintégrale définie, en voyant que f(z), en gé- 
néral continue, peut avoir entre a et b un nombre limité de dis- 
continuités de la nature indiquée sans que l’intégrale cesse d’avoir 
un sens précis. 
Si Pon considére maintenant l’intégrale 


Big) [ fo) de, 


ce sera une fonction continue de z et elle aura pour dérivée f(z), 
nous l’avons dit, pour les valeurs de x qui rendent f(2) continue. 
Pour une valeur telle que z= c, au contraire, cette fonction n’aura 
pas de dérivée, le rapport 


Fle + ky— P(e) 
h 


tendant vers la limite Cc ou la limite De, suivant que h tend vers 
zéro par valeurs négatives ou positives. 


8. Comme seconde application géométrique de la notion d’in- 
légrale définie, définissons la longueur d’unarc de courbe. Soit 
une courbe gauche représentée par les trois équations 


oat ES y=), 2=(t), 


et admettons que, ¢ variant de aa b(a<b), le point (z, y, 2) dé- 
crive un arc de cette courbe AB, en allant toujours dans le méme 
sens. Les fonctions /, 9 et ¥ et leurs dérivées /’, 9’ et Y/ sont sup- 
posées continues de a a b. 

Ceci posé, prenons sur l’arc AB les points Ay, Ay,..., An_4, cor- 
respondant aux valeurs ¢,, ¢2,..., p_, du paramétre ¢, et considé- 
rons le contour polygonal AA, A,...A,_,B. Nous allons voir que 
ce contour polygonal tend vers une limite, quand tous les cétés 
tendent vers zéro, leur nombre augmentant indéfiniment : ce sera 
la longueur de V’arc. En effet, le cdté A;A;,, a pour expression 


c= V [if (ti) — (4) 2 + [9 (te) — 9( ) P14 (ter) — Yea)? 
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et ona 


ST (tint) —f (ti) = (tir — tz) [f (ts) + 2), 


avec des égalités analogues pour et 4. Or, si tous les intervalles 
ti, — tj sont suffisamment petits, toutes les quanttés ¢; auront 
une valeur absolue moindre que telle quantité donnée a Vavance 
(d’aprés le lemme du § 2): nous pouvons done écrire 


c7 = (tisa— ti) VP? (tr) + 944) + Yt) + pal, 


et ous les 9; sont inférieurs en valeur absolue a une quantité don- 
née a l’avance ¢, si tous les intervalles sont suffisamment petits. 
Nous aurons alors 


Sey = U(tisa— Ui) Vf? (te) + 9? (te) + V2(ti) + Epi tery — 4s) : 


la premiére somme a pour limite 


b 
[ VPRO POF EE at} 


la seconde tend vers zéro, puisque sa valeur absolue est moindre 
que ¢(b— a). 


Nous avons en résumé 


b 
s= [ Vf'2(t) + 92 (t) + Y2(t) dé. 


Sia la place de 6 on met ¢ comme limite supérieure, s devien- 
dra une fonction de t, et on aura pour exprimer la différentielle ds 
la formule fondamentale 


ds? = dx? +- dy + dz?. 


Prenons comme exemple une cycloide, c’est-a-dire la courbe 
plane obtenue de la maniére suivante: Une circonférence de rayon 
R roule sur une droite fixe, tout point de cette circonférence décrit 
une cycloide. 

Faisons partir le point décrivant de l’origine des coordorthées 
sur la droite fixe, prise pour axe des x. En appelant 4 l’angle dont 
on aura tourné le rayon allant au point fixe qui décrit la courbe, 


INTEGRALES DE&FINIES. 13 


on aura pour coordonnées de ce point 


x2 = R(0—sin6), 
y = R(t —cos8). 
La formule 
ds? = dx* + dy? 
nous donne 
ds? = 4 R? sin? : do, 


el par suite 


ds = 2R sin i d), 
2 


sion veut que, 4 étant compris entre o et 27, set 4 croissent en- 
semble. En comptant les arcs a partir de l’origine, on aura donc 


s=4R(1—cos 2). 


III. — Intégration par parties. — Formule de Taylor. 
Changement de variable. 


9. Nous venons de voir qu’étant donnée une fonction continue 
f(z), il existe toujours une fonction continue ayant f(x) pour 
dérivée; on sait d’ailleurs que toutes les fonctions continues 
ayant méme dérivée ne different que par une constante. Quant a 
la recherche effective de cette fonction, elle ne peut pas en géné- 
ral étre faite; c’est qu’en effet l’opération de Vintégration conduit 
le plus souyent a une transcendante nouvelle, qui n’est pas suscep- 
tible de s’exprimer a l'aide de fonctions introduites auparavant 
dans l’Analyse mathématique. On voit donc, dés le début du Calcul 
intégral, s’introduire au moyen de l’intégration un nombre illimité 
de fonctions nouvelles. Nous étudierons bientét quelques cas par- 
ticuliers en prenant pour f(z) des fonctions trés-simples. 

Le procédé d’intégration dit par parties permet de transformer 
une intégrale en une autre, et il y a la souvent une facilité pour la 
recherche effective de cette intégrale. Soit l’intégrale 


b 
dv 
qf eo aa 


uw et ¢ désignant deux fonctions continues de z. En se servant de 
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la formule 
dy _ d(uv) 3 du 


dx dx dx’ 


u 


nous aurons immédiatement, en multipliant par dz et intégrant 


i, 


ou (uv)? représente la différence des valeurs du produit we pour 
x =aet « =b. On voit que les calculs des deux intégrales 


b b 
dy du 
‘ ub a dx et ap v we dx 


va a 


deaab, 


b du 


b 
dy ieedy po if 
us dx = (ue), Ge dx, 


va 


se raménent l’un a l’autre. 
Plus généralement, on peut ramener l’une a l’autre les deux 


intégrales 
b 


dry b dru 
u—— dz et » —— dz, 
dar ie dar 


“a 
dru do 4, .- ree : 
—— et —— désignent les dérivées d’ordre n des fonctions u 
dx dat 


et ¢ de x. On le verrait sans peine en appliquant n fois de suite 


A) 
ou 


l'intégration par parties; mais, pour obtenir la formule finale 


, 


sous une forme plus élégante, prenons, avec M. Kronecker ('), 


deux fonctions /(x) et g(a), et partons de l’identité 


Sf (a2) gir (— ax) — fr (x) gin h+) (— a5) 


d 
— ——[| fih-1) (a7) o(n—h) (— wz). 
ad hee (— a)] 

D’une maniére générale f(x) désigne, suivant lusage, la dé- 
rivée d’ordre n de f(x), et g™ (— x) la dérivée d’ordre n de g(x) 
ot lon remplace x par — x. 

Faisons successivement dans (4) h==1, 2,..., n et addition- 
nons. On aura 


h=n 
f(a) g(—2) — f(z) gin (— x) = ~ FL ft0 (22) gin (— zy 
et 


(*) Ueber eine bei Anwendung der partiellen Integration niitzlische Formel 
(Mémoires de l’Académie de Berlin, 1884 ). 
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et, si l’on intégre entre a et d, yes 


ria ; 
. 4 


6. b h=n 
ff m(a)e(—a)do— [ fle)gm(—2) dam DSP) gal 


. 
_ ' 
Fain’ . 


_ Le e calcul de la conte intégrale se trouve donc ramené a ce- 


. | i de la premiére. . 
Rio: Indiquons deux applications de la formule précédente. 


(o7+ b)r 


J@y=F(z), s(4) =~ —_ 


Teo wee 
; aurons 


P pin) 22" a dx =f F' (x) dx 


Lr 


ae t 


_F(b) = F(a) +(b6—a) F(a) +. 


‘oa or 
2. 


Se. — — Fi)(a) i Fins) () CHEM gp, 


Mest la formule de Taylor. Le reste se présente sous la forme 
intégrale définie. Il est facile de mettre ce reste sous la 
, habituelle, en se servant du théoréme démontré au § 3. 
a en effet, écrire 


as Fine (g) P= 2)" . es avn) fo ds 


} Bias n+1 
A “aie 9 : ena 


compris entre a et b. 


“i © ea) meaner br 


As 1 cn - 
7 » 

aly 6 ee 
4 ms a ’ 
Seid eae. 

7 * ‘ait 


7m 2s ~ 
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la formule se réduira alors a 


b b 
Sf” (x). a2 — a)" (a2 — 6b)" dx — ie f(@) gg (— 2x) dr=o0. 
beat 4 
Le premier terme de cette relation sera nul, si f(x) est un po- 
lyndme, d’ailleurs arbitraire, de degré (rn — 1), et, par suite, nous 
ayons, en posant 


d"*(a—a)?(r—b)n 


Pr(v)=A- aan > 
oti A est une constante, 
b 
ie ies Vel Behe (2) 210. 


P,(x) est un polynéme de degré n et f(x), je le répéte, repré- 
sente un polynéme arbitraire de degré n —1. La relation précé- 
dente exprime une propriété remarquable du polynéme P,(2) 
de degré n; nous allons montrer qu’elle le définit complétement 
a un facteur prés. Supposons, en effet, qu'il y ait un second poly- 
nome Y, de degré n, tel que 


b 
f DCN Galop == (ole 
ea 
on aurait, C étant une constante arbitraire, 
1b 
[ (Pa = OR Gee) dx =o. 
e a a 


Or on peut choisir C de mani¢ére que P, — CY, soit de degré 
n —1. Nous pouyons alors prendre, le polyndme f(x) étant arbi- 
trae, 

J (7) =Pa— CY), 


el nous aurions 


b 
WE (Pa— CY,)* Caio, 


ce qui entraine nécessairement P, — CY, == 0 pour toute valeur 
v* . ‘if 3 5 . * - 
de x; done Y, ne differe de P, que par un facteur constant. 
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On aura en particulier 
b 
if Pim Pr ae — 0 Sis Tes 
a 


De cette seule égalité on peut conclure une relation remarquable 
entre trois polynémes P,, consécuufs. Pour définir complétement 
ces polynémes, supposons que le premier coefficient dans chaque 
polyndme soit l’unité. On aura évidemment 


@Pp= Pasit CoPn+...+ GnPo, 


les C étant des constantes déterminées par cette identité méme. 


Je dis que 
Gp =) Ga, ey = 0: 


Multiplions en effet par P,_» dx les deux membres de Viden- 
uté et intégrons entre a et ): nous aurons 


b 
cf ase dz =0. 
a 


Le multiplicateur de Cy étant une somme de quantités de méme 
signe n’est pas nul; il faut done que Cy =o. Pareillement, on 
verra que C;, ..., C, sont nuls, en multipliant par P,_3, ..., Po 
Videntité écrite plus haut. Il reste done 


4 - a z 
@Pnr= Past Co Pn SS Gp tes 


c'est la relation entre trois polyndmes consécutifs Pp_y, Pr, Pris 
que nous voulions obtenir, et qui est fondamentale dans la théorie 
de ces polynémes. 

11. On pourra souvent faire avec profit, dans une intégrale 
définie, un changement de variable. Imaginons done que dans 
Vintégrale 

b 
= [ J (a2) dx 
“a 
on considére 2 comme une fonction 9(¢) dune variable ¢; nous 
allons supposer d’abord que, lorsque ¢ varie d’une maniére con- 
tinue et dans le méme sens de ty 4 T, x varie aussi d’une ma- 
P.—I. 2 ; 
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niére continue et dans le méme sens de aa b. Si Von substitue 
la variable ¢ A la variable 2 dans la sommation, par quelle nou- 
velle sommation représenterons-nous la valeur de l’intégrale? 
Pour le voir, partageons l’intervalle de ¢) & T en xn intervalles 
correspondant aux valeurs ¢,, fs, -»-) tr_43 solent 24, Lo, v++5 Baa 
les valeurs correspondantes de x. On aura, d’aprés le théoréme 


des accroissements finis, 


L,~— a =(t,— ty) 9 (81), 
Le — XH, = (te— t1) 9'( 2), 


b—#,-4 = (T— tn1) 9 (On), 


; d’une maniére générale étant compris entre ¢;_, et ¢;. Nous dé- 
signerons par & la valeur de x correspondant a ¢ = 4;: E; sera 
compris entre x;_, et x;. Je forme alors la somme 


(ay— a) f(E1) + (v2 — 1) f (Eg) +. + (6 — 2p) f(En); 


qui deviendra l’intégrale I a la limite. On peut Vécrire 
(t1— to) o'(8r) F [¢ (81)] +... (T — tr-1) 9'( 92) F[ 9 (9n)], 


et, quand tous les intervalles tendent vers zéro, celle somme de- 


vient 
T 


fo Slee ae. 
Sty 

Ainsi done, pour effectuer le changement de variables dans une 
intégrale définie, on remplace simplement x par 9(¢) et dz par 
o/(¢) dt et lon prend comme nouyelles limites les valeurs de ¢ 
correspondant aux limites primitives. 

Nous avons supposé, dans ce qui précéde, que, ¢ variant dans 
le méme sens de ¢) 4 T, x variait lui aussi dans le méme sens de 
a a b. Cette restriction est inutile, pouryu que la fonction f(2) 
soit continue pour l’ensemble des valeurs que prend 2 = 9(t¢) 
quand ¢ varie de ¢, a T. Admettons en effet que, ¢ variant d’une 
maniére continue et dans le méme sens dans cet intervalle, la fone- 
lion # = (¢) varie d’abord dans le méme sens de ¢ a ¢,, et soit 
Z,=¢(¢,); puis supposons que, ¢ variant ensuite de ¢, a t2, x 
varie dans un sens toujours le méme, mais différent du précédent, 
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depuis x, jusqu’a 7, = o(¢2), et qu’enfin, ¢ variant de 4,4 T, x 
varie de w, 4 b dans les mémes conditions. Les valeurs 2, et x» 
pourront d’ailleurs ne pas étre comprises entre a et b. On aura, 
d’aprés ce qui vient d’étre démontré, 


7 hy 
dx = ») o'(t) dt, 
f f(x) de Oo 
eat) ts 
f(a) de = f° fle) 9'(0) at, 
r ante 


b cy 
if fo) de = [ S(9) e'(t) dt; 


el, par suite, en faisant la somme, 


b T 
dz = nl Cate 
f f@) f fee 


Cette formule est donc générale. 


On ne doit pas oublier que, dans ce qui précéde, la fonction 
#=9(¢t), servant a effectuer le changement de variable, est une 
fonction de ¢ ayant pour chaque valeur de ¢ entre ty) et T une 
valeur unique parfaitement déterminée. L’application brutale de 
la formule précédente, sans se rappeler les conditions pour les- 
quelles elle a été établie, peut conduire a des résultats absurdes. 
Que l’on prenne par exemple 


+1 
a aa 
= 
et qu’on fasse sans précaution le changement de variable 2? = ¢. 


dt 
Comme pour «=+1 ona t—1, et que dx = SHS aa 
at 


duit a Vintégrale 


c’est-a-dire 4 séro, ce qui est absurde. Il est manifeste que nous 
ne sommes pas ici dans les conditions précédemment supposées. 
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IV. — Extension de la notion d’intégrale définie. — Cas ou la 
fonction et ot les limites deviennent infinies. 


12. Dans l’étude que nous avons faite des intégrales définies, 
nous avons supposé que la fonction sous le signe d’intégration 
restait finie entre les limites et pour les limites elles-mémes. Nous 
allons étendre la notion d’intégrale définie en supposant que la 
fonction devienne infinie, soit pour lune des limites, soit entre 
ces limites. 

Considérons donc l’intégrale 


b 
(5) [ Sia@idz; 


(x) étant une fonction réelle de la variable réelle x, et suppo- 
sons que cette fonction, finie pour toute valeur de x comprise 
entre aet b, devienne infinie pour z = 6. Dans quel cas devra- 
t-on attribuer un sens au symbole précédent? Pour répondre a 
cette question, envisageons l’intégrale 


[f(a de, 


va 


la limite supérieure x étant comprise entre a et b: elle a un sens 
parfaitement déterminé. Si, 2 tendant vers b, cette fonction de x 
a une limite, celle-ci sera par définition la valeur de l’intégrale (5). 
Un exemple simple montre qu’une pareille limite peut exister. 


Soit en effet 
I 


TS recat 


k étant positif; on aura 


ye Oe aah) aie “*  (b—2@)!-k 
oa a =9F5 1—k 


Si k <1, le second membre tend vers une limite, et l’on pourra 
intégrer f(x) entre les limites a et b. Si au contraire k >1, 
intégrale n’aura pas de limite pour « = b. Pour fixer les idées, 
nous supposerons dans la suite a < b. 
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13. Il n’existe pas de régle générale permettant de reconnaitre 
dans quels cas Vintégrale aura une limite. On peut trouver des 
régles d’une application de plus en plus étendue, mais on ne 
saurait indiquer une régle générale, de méme qu’on ne peut indi- 
quer un théoréme applicable a toutes les séries, pour décider de 
leur convergence. Ici encore, comme dans la théorie des séries, 
on comparera l’intégrale a étudier a une autre que l'on sait avoir 
une limite. 

Nous avons donné tout a l’heure un exemple simple; considé- 
rons maintenant un cas plus compliqué en supposant que la fonc- 
tion f(x) puisse de @ a b étre mise sous la forme 


(2) 


SJ(#) = (6—a)F’ 


~(«) restant finie dans le voisinage de b et pour x = b (sans avoir 
@ailleurs nécessairement une valeur déterminée pour «= b). Je 
dis que, si k est inférieur a Vunité, Vintégrale (5) aura un 
sens déterminé. 

Prenons une valeur « entre a et 6; nous aurons, si x est com- 
pris entre a et b, 


(6) f Keee =f Fe) dx +f fe)aes 


la seconde intégrale pourra s’écrire 


*o(x) dx 

a I(x) dx = | iba 
a * ‘dx ee. (b —a)i-k (6 —x)'-k7 © 
LA eae a Ga ok: 


— est compris entre a et x (§ 3). Par hypothése 9(&) est inférieure 
en valeur absolue 4 une quantité fixe M. Le second terme du se- 
cond membre, dans (6), est donc inférieur en yaleur absolue a 
M(6 —a)'-* 

1—k 
youdra, on peut prendre « suffisamment voisin de b pour satis- 
faire a Vinégalité ; 


- Or, étant donné un nombre positif ¢ aussi petit qu’on 


M(b—a)i-* 
i—_k 7 
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z étant ainsi choisi, l’intégrale 


J =f sf) dz, 


quand x varie entre « et b, sera comprise entre A+ ¢ et A— ¢, si 
nous posons 


AS [ fe) dz. 


be’ 4 


Nous donnant alors un nombre ¢’ inférieur 4 ¢, nous choisis- 
sons # entre a et b, de telle sorte que 


Quand x variera entre «’ et b, Vintégrale I restera comprise, né- 
cessairement, d’une part dans l’intervalle (A + ¢, A — ¢) consi- 
déré plus haut, et aussi dans l’intervalle (A’+- ¢’, A’—¢’), en 
posant 


Z 
ree fi f(a) de. 


Ces deux intervalles ont nécessairement une partie commune 
plus petite que le premier d’entre eux, puisque A’ est compris dans 
Vintervalle (A — ¢, A+) et que e’<e. Choisissant alors une 
succession de nombres ¢ décroissant et tendantyers zéro, nous au- 
rons, en considérant successivement ces parlies communes, une 
suite d’intervalles tous compris les uns dans les autres et tendant 
vers zéro. Leurs extrémités tendent donc vers un point limite, et 
par suite les intégrales A, A’,... ont une valeur limite : ce sera 
la valeur de l’intégrale 1 pour «= b. Le théoréme est done dé- 
montre. 

A ce théoréme joignons une proposition en quelque sorte in- 
verse et quifait connaitre uncas ot l’intégrale n’aura pas de limite. 

Si l'on peut mettre J(«x) sous la forme 


_ _9(#) 
fle)= > 


b— ax)’ 


k étant supérieur a l’unité, et (a) restant, dans le voisinage de 
b, supérieur 4 une quantité positive M, ou inférieur a une quantité 
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négative —M, M étant diflérent de zéro, l’intégrale prise de a a 
b naura pas de sens. 
La démonstration est immédiate, car on aura, en désignant par 
# une valeur suffisamment voisine de J, 


pyar (be) (6 = 2)-*7 | 
of J(@) dx = P Gap oh) [P= - |: 


la quantité entre crochets augmente indéfiniment quand x tend 

: Per sia - aah te ~ ‘ 
vers b, puisque fest plus grand que 1; d’autre part, 9(§) est supé- 
rieur a M en valeur absolue. Done l’intégrale grandira sans limite. 


14. Nous avons supposé que la fonction devenait infinie pour 
une limite de l’intégrale ; si elle devient infinie pour une valeur ¢ 
comprise entre a et b, on partageral’intégrale définie en deux au- 
tres. Chacune des intégrales 


f Hayes et f farax 


devra avoir un sens, et Vintégrale prise de a a b sera, par défint- 
tion, lasomme des deux intégrales précédentes. 

Ajoutons une remarque importante. Si f(z), discontinue pour 
a = ¢, est la dérivée d’une fonction F(z) continue pour cette va- 
leur et ayant une seule détermination, on aura 


ff dx =F(c)— F(a), 


puisque cette intégrale est la limite F(¢ —¢)—F(a) quand la 
quantité positive ¢ tend vers zéro. Qn aura pareillement 


b 
ff fiw) de =F(b)— Fo), 
et enfin 


b 
i, J( az) da = F(6) — F(a). 


15. Considérons maintenant le cas ot l’une des limites de |’in- 
tégrale, la limite supérieure, par exemple, devient infinie, Soit 
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toujours l’intégrale 


| — [ fe) ax; 


va 


f(a) étant une fonction continue pour toute valeur finie de x su- 
périeure Aa. Si, lorsque x grandit indéfiniment, les valeurs suc- 
cessives de cette intégrale tendent vers une limite, on la représen- 
tera par le symbole 


f 6 dx. 


- - A anil 
Un exemple simple nous est fourni par f(z) = Ona (nous 


supposons a > 0) 


* dx e—n+i q-n+1 
ae eo = Rael Ge ee 

Si n >1, le premier terme devient nul pour 2 = ~, et linté- 
grale a une limite. Si au contraire n <1, lintégrale n’aura pas de 
limite; il en sera de méme pour n = 1, carl’intégration donnerait 
alors un logarithme. 

Ici, comme plus haut, la comparaison de f(a) a une fonction 
pour laquelle on sait comment se comporte l’intégrale quand x 
grandit indéfiniment conduit a une régle qui pourra quelquefois 
permettre de décider s'il y a ou non une limite. Nous pouvyons étre 
bref aprés les explications données (§ 13); a l’aide de raisonne- 
ments analogues, on démontrera les deux théorémes suivants: 


Si, pour x suffisamment grand, f(x) peut se mettre sous la 
o(2) 


ar “ 


forme o(x) restant en valeur absolue inférieur a une 


quantité fixe, et n étant supérieur a Vunité, Vintégrale | aura 
une limite pour « =x. Aucontraire, si f(x) peut se mettre sous 
la forme précédente, (x) étant, a partir d’une valeur de x, 
toujours supérieur a unequantité +- M ouinférieur a une quan- 
wuté —M (M wétant pas nul) et n étant inférieur ou égal a 
Vunité, Vintégrale n’aura pas de limite. 


16. Nous aurons souvent a appliquer les théorémes des §§ 13 et 
15: quand la fonction sous le signe d’intégration est algébrique, 


INTEGRALES DEFINIES. 25 


ils permettent toujours de décider si lintégrale considérée a ou 
non une limite. Ainsi, étant donnée une fraction rationnelle irré- 


ductible mo) » Pintégrale 


ine 
F(z) dx 


augmentera indéfiniment, quand z tendra vers une racine de F(z). 
Soit en effet 4 une racine de F(x), la fraction rationnelle pourra, 
dans le yoisinage de b, se mettre sous la forme 


o(@) 


(6—a2)n’ 


g(a) étant fini et différant de zéro pour 2 = b, et n représen- 
tant un entier posiuf au moins égal a l’unité. 
Prenons au contraire 
* P(x) dx 
VR(a) 
PetR désignant deux polynémes. Quand x tend vers une racine 
simple 6 du polyndme R(«), on peut, dans le voisinage de x= 0, 
écrire 
P(z) _—-(#) 
VR(@) peueys 


? 


ee 
aa 


¢(2) restant fini pour x = b. L’exposant & (§ 13) est ici égal a 
Vintégrale aura donc un sens. 

Voici encore une remarque importante, relative au cas ow la li- 
mite supérieure augmente indéfiniment. Quand l’intégrale 1a une 
limite, f(z) a nécessairement zéro pour limite lorsque « croit in- 
définiment, sz toutefots elle a une limite. En effet, si f(x) tendait 
vers une limite M + o, cette fonction serait, 4 partir d’une cer- 


taine valeur a, supérieure 4 un nombre fixe M;; par suite, 


i " fla) de 


et Pintégrale grandirait indéfiniment avec x. 
Il n’est d’ailleurs pas nécessaire que f(a) tende vers une limite, 
quand x augmente indéfiniment, pour que |’intégrale ait un sens. 


oy 
=m f dx = M,(2— a), 
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C’est ce que montre l’intégrale suivante, célébre dans la théorie de 
la diffraction de la lumiére : 


i -) 
[ sinz? dz. 


1) 


Cette intégrale a un sens, quoique sinz? n’ait aucune limite 
pour x =. Nous l’établirons en construisant la courbe repré- 
sentée par l’équation 

5 Sines, 

qui est formée d’ares situés alternativement au-dessus et au-des- 
sous de l’axe Ox. Nous montrerons que l’intégrale proposée a 
une limite, en établissant que la somme algébrique des aires des 
segments limités par ces arcs et l’axe Ox tend vers une limite. 
Ces aires sont alternativement positives et négatives, puisqu’elles 
sont alternativement au-dessus et au-dessous de laxe des a. Nous 
avons donc une série alternée : il suffit de faire voir que les aires 
vont en décroissant en valeur absolue et tendent vers zéro. Or le 
nieme et le (n+ 1)'*™? segment sont respeclivement représentés 
par 


> (ni) 7 Vin-+2) 7 
if sina? dx et sinz? dx. 


“yn (ni) 7 


Cette seconde intégrale est, en valeur absolue, moindre que la 
premiére : car, si l’on pose 2? =x-+ x”, elle devient 


Vier) 7 
= sin 22 ———_—_— de 


nt 


D’ailleurs le segment de rang n tend vers zéro, car il est moindre 
que Vexpression 


V(n+1n—Vax 


qui tend vers zéro quand n augmente indéfiniment. 

Comme autre exemple d'une intégrale ot la considération d’une 
série d’aires joue un role utile dans la démonstration de l’exis- 
tence de la limite, citons encore 


Jk aiden 
0 
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Des raisonnements analogues 4 ceux que nous yenons d’em- 
ployer permettent sans peine d’établir que cette intégrale a un 


sens. 


17. Cauchy a donné une régle élégante de convergence de cer- 
taines séries, qui se rattache aux intégrales dans lesquelles la 
limite supérieure devient infinie. 

Soit f(x) une fonction, positive a partir d’une certaine valeur 
de x, continuellement décroissante et tendant vers zéro quand x 
augmente indéfiniment. La courbe y= f(x) admet l’axe des x 
pour asymptote, et il pourra arriver que l’intégrale 


[ f2) dx 


ait ou non un sens. Si, alors, on considére la série 
Si) + f(2)+...+f(n)+.-..,; 


cette série sera convergente ou divergente, suivant que l’inté- 
grale précédente aura ou non un sens. 


og 
Si en effet Pintégrale f f(x)dz a une limite pour z=, 
a 


comme la somme des rectangles intérieurs construits avec la base 
un et les hauteurs respectives f(2), f(3), ..., f() est moindre 
que l’aire comprise entre la courbe, l’axe des x et la droite z = 1, 
on est assuré que la somme 


(2) + f(3) +... +f(2) 


reste inférieure 4 un nombre fixe, et la série est par suite conver- 
gente. On raisonnera de la méme nfaniére dans le second cas, 
mais en prenant les rectangles extérieurs a la courbe : la somme 


SD) +f(2) +... +f (2) 


est alors supérieure 4 une aire qui augmente indéfiniment; la 
série sera donc divergente. 
Soit, comme exemple, 


Fie) Se Pp>o, 
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on devra considérer l’intégrale 


wv 
at . 
ake 
e1 z 


elle tend vers une limite pour «= quand p >1; la série dont 
, , I . 
le terme général est — est alors convergente. Elle divergera au 


contraire si pS. 
Prenons encore la série étudiée par Abel (OH uvres completes, 
t.. 1, pe8g9): 
1 I 


Pi 


a ——————— 
2log2 nlogn 


elle est divergente, car l’intégrale 


ig ES ode log log 

SToow — 108 loge — log loge 
2 5 

augmente indéfiniment avec a. Abel cite cette série comme 

exemple d’une série divergente 4 termes positifs, 


Wyse Uae x cate Uae tes 


pour laquelle le produit nw, a zéro pour limite. 
En restant dans le méme ordre d’idées, on pourra souvent dé- 
terminer la limite d’expressions de la forme 


S.=f(n)+f(n+1) +..+fln +p), 


les entiers n et p augmentant indéfiniment, la fonction f(a) sa- 
lisfaisant d’ailleurs aux mémes conditions que plus haut. La con- 
sidération des rectangles intérieurs et extérieurs inscrits dans la 
courbe conduit de suite aux inégalités 


n+p 
fn)... +f(n+p—y> fi REA CES 


n+p 


f(a+i1)+...4+- f(n+p)< J (a) dx; 


n 
done 
n+ P Nee Pp 


f(x) dx +f(n) > Si > J (x) dx+f(n-+p), 


a 
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ar suite la recherche de la limite de S? reviendra a celle de 
tim {"fx) Cae 


oit, par exemple, f(x) = ‘, on aura 


: 
“. 


lim Sf = log(1+ 2); 
rliculier, si p = 7, nous voyons que la limite de 


I 
Pre aie ameter 
nr rm—+-i an 


our N= est égale a loge. 


# 


IV. — Différentiation sous le signe d’intégration. 


fi ceo 


~, ‘ - . - 
stant, soil des constantes, soit des fonctions de «. 
hons comment on pourra former la dérivée de cette ex- 


par rapport a a. 
ipposerons d’abord que a et b ne dépendent pas de z. 


9 ‘ : 6 ; 
F(a+ Ax) — F(a) =f [f(#, 2+ Ax) —f(2, 2)] dx; 


a * 
7 


a palo . ¥ 
i aa = « 
Bi.6e 1) a 
a os} Ai 
a “3 
: * 
: M Fine te 
ee > 
. La 
= 
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el, par suite, 


F(a+Aa)—F(a) f° f(2, a+ Aa)—f(2,%) 5, 
Ae x Aa : 


sith 5 


Cela posé, nous supposerons d’abord que la fonction f(a, «) ait 
une dérivée partielle f,(a, «) par rapport a, d’ot Von conclut 
F(a + Aaw)— F(a) 


b 
Fett —F@) _ f'ptoatotelds, <tc 
Mg t 


Nous supposerons ensuite la fonction f,(2,«) telle que, x 
étant quelconque entre a et b, on puisse déterminer une quan- 
lilté positive 4 telle que pour 

| Aa] <4, 


on ait 
| fa(v, a+ Aa) — fy (7,2) | <e, 


e étant une quantité positive donnée a l’avance aussi petite qu’on 
voudra. Dans ces conditions, on aura évyidemment 


b 
OE Taseide: 


Ainsi donc, pour former F’(z), il suffira de différentier sous 
le signe somme f(x,%) par rapport a x. 

La condition requise se trouvera vérifiée si la fonction f(x, «) 
a non seulement une dérivée premiére, mais aussi une dérivée 
seconde par rapport a «; la formule de Taylor donne en effet 


Sq( 2%, 4+ Aa) — fy (a, a) = Aafga(a, %+- 8 Ac); 


donc, en supposant que fz: est finie, on peut satisfaire a l’égalité 
demandée. 

Un second cas a signaler est celui ot la fonction f,(x, «) des 
deux variables z et « sera une fonction continue de ces deux 
variables par rapport az et «, quand x yariera entre a et b, et « 
dans un certain intervalle (a’, b'); c’est ce qui sera démontré plus 
tard. Ce point nous sera en effet utile quand nous établirons la 
notion d’intégrale double : nous nous contenterons d’énoncer 
cette propriété d’une fonction continue de deux variables qui sera 


établie au Chapitre [V (§ 2). 
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Nous avons, dans ce qui précéde, supposé que a@ et b étaient 
des constantes ; supposons-les maintenant fonctions de «. On rame- 
nera ce cas au précédent au moyen d’un changement de variables 
qui rendra constantes les limites de l’intégrale. Posons a cet effet 


z=(b—a)t+a; 


Vintégrale devient 


1 
F(a) = iy f(x, 2) (b — a) dt. 


0 


En appliquant la régle précédente, on a 
ma ( Pane Bae 
r@=f p(o—a)de+ f Siw, a) (Fy ~ =) dt 


‘of [/db da da 
+f 2 l|Ge- ze) + ge |e-9 


reyenant a la variable 2, nous aurons 


b b 
: jn of db da dx 


db da 
; men Se 
Of | da da da 
+f ae ea a | an 


ou encore 
db da 
b es 
a of da da - Oia 
Ee) = é jn et aed [fie a)+ (ea) | ae 
da fof 
salt aa 3 


les deux derniéres intégrations s’effectuent immédiatement, et l’on 
arcive enfin a la formule 


b 
ich cof db da 
Pa= f Far+ sb. F —hane 

qui exprime la régle de différentiation dans le cas général. 


19. Les négles précédentes impliquent essentiellement que la 
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fonction sous le signe d’intégration reste finie entre les limites. 
Ainsi, considérons V’intégrale définie 

dx 


vo Vc(a—a) 


qui a une valeur déterminée, mais dont V’élément devient infini 
pour 2 =o el pour 7= @, 

On ne peut appliquer a cette expression la régle de différentia- 
tion par rapport aa: en lappliquant, on obtient une différence, 
n’ayant aucun sens, de deux termes infinis. 

Si une des limites de l’intégrale devient infinie, l’application 
des régles précédentes peut encore conduire a des résultats illu- 
soires. Considérons, par exemple, Vintégrale 


Pew 
sinaz 
(7) Hf dx, 
e 0 x 


ot nous supposerons «> 0; le changement de variable «a = y 


raméne cette intégrale ala suivante 


“sin y 
~ dy, 
[tea 


“0 


qui, nous avons dit, a un sens parfaitement déterminé. L’inté- 
grale (7) ne dépend done pas de «; mais, si nous la différentions 
par rapport a 2, en appliquant la régle, nous trouyons 


an 
i cosax dz, 
0 


intégrale qui n’a aucun sens. 


Ce résultat n’a rien qui doive étonner. Les hypothéses faites, en 
démontrant la régle de la différentiation sous le signe d’intégration, 
reviennent a supposer qu’on peut prendre Az assez petit pour que 


le quotient 
f(a, a+ Aa) — f(a, x) 
Si cay 3 


différe de f(a, a) de moins de ¢, et cela pour toute valeur de x 
comprise dans le champ d’intégration. Ici, il faudrait donc pouvoir 
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déterminer Az de facon a avoir 


sin(z + Aa)x — sinaz 


ry = cosar+7, iy li <e 


pour toute valeur positive de x; or, pour z trés grand, le premier 
membre est trés peut, tandis que le second est indéterminé. 
Ainsi quand la fonction ou les limites deviennent infinies, on ne 
devra pas appliquer sans précautions la régle de différentiation. 
Voici, du reste, une remarque générale relative au cas ou l’une des 
limites devient infinie. 
Considérons lintégrale 


V(a) Slut See 


a étant, pour simplifier, une constante. Supposons réalisées les 
deux conditions suivantes : 1° a partir d’une certaine valeur de x, 
J (x, «) et la dérivée f(z, %) sont en valeur absolue moindres 


M ; sas hae 
que zn’ M étant une constante positive, 2 un exposant superieur 


a Vunité; 2° étant donné un nombre ¢ aussi petit que l’on youdra, 
on peut, pour toute valeur de 2 comprise dans lintervalle (a, /) 
fini mais quelconque, trouver une quantité h telle que, pour toute 
valeur h,, de module moindre que /, on ait 


i | fax, a+ hy) —fa(z, a) | a 


o 


Nous allons établir qu’on pourra, dans ces conditions, appliquer 
a la fonction V(«) la régle de différentiation démontrée plus haut. 


Je remarque d’abord que les deux intégrales f f(x, a)dx et 


2 
tf Ji(“,%) dx ont un sens bien déterminé. Or ona 
a 


AV ae: 
= =[ Su(v, 7+ OAx) dx 


ou, en la partageant en deux partes, 


l 2 
; ou = [ flan a2) doe fi Fux, %+ 0Ax) dr. 
a i 


On peut, en vertu des hypothéses faites, déterminer / de fagon 
? 
P.—I. 3 
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°M dz 


v1 


que Vintégrale 


soit inférieure A ¢. On aura donc 


AV ar 
a [fala a+ 0a) deen, lay iis 
“a 


On peut en outre écrire, d’aprés la seconde condition, 


l l 
[ fale, a+ QAa) dx =f faulx,%) dx+r, In eee 


a a 


si Ax est suffisamment petit. Done 


A 


V ae 
Vo fas denne 
a 


i o 
or f fal®, a) dx différe de f Jtu(x,«)dx de moins de <. Par 


: “1 AV Fe Sen ' 
suite la différence entre Ag Ct cette derniére intégrale n’atteint pas 


3, si Ax est suffisamment petit; ce qui nous donne enfin 


dV ae 
as =f Su(v, «) dx 
a 


qui est la régle de différentiation précédemment établie. 


20. On vérifiera facilement que les conditions précédentes sont 
remplies pour lintégrale 


Viay= f° 2 ae, (a0): 
0 


De plus cette intégrale est une fonction continue de «, méme 
pour « tendant vers zéro par valeurs positives. Pour le voir nette-_ 
ment, nous procéderons comme au § 17 : on construit la courbe 
représentée par l’équation | 
e-2X sin x 


L= 


et on considére l’intégrale comme une série alternée. Sil’on prend 
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seulement dans cette série un nombre limité n de termes, le reste 

est moindre en valeur absolue que le premier terme négligé. Or, 
pour nr suffisamment grand et «20, ce terme est aussi petit qu’on 
veut; d’autre part, la suite limitée de termes est une fonction éyi- 
demment continue de a, méme pour « = o. Par conséquent l’inté- 
grale V (a) estune fonction continue de (%>>0) méme pour 4 = 0. 

Ceci posé, pour calculer V(«), nous calculerons d’abord l’in- 


tégrale 
r 2 
dV =~ [ e—& sin x'da 
dz " 


qui s’obtient immédiatement : en intégrant successivement deux 
fois par parties, il vient 


gz a 
; I 
[ e-¢“sinag dx = - fk e-%@ cosax dr, 
“0 % ly 


puis 
; 24 I I ze . 
e-% cosxrdx = - — - e-2% sing dx. 
ad a a 
0 9 
‘ Les deux relations précédentes donnent 
dV in 1 
mae. peek" 
donc 


I 
V=arctang -: 
a 


’ : ‘™ ™ 
nous prenons l’arc tang compris entre wer et -+-; la constante 


@intégration est nulle, puisque V tend vers zéro quand « grandit 
indéfiniment. 

Cette formule, établie pour «> 0, subsiste encore pour «= 0, 
daprés ce que nous avons dit de la continuité de la fonction V. 
On trouve ainsi l’intégrale importante 


ae 
sina Br 

if ——— a a5 
Fe x 2 


vt. — Intégrales d’une fonction complexe d’une variable réelle. 


21. Nous n’avons considéré jusqu’ici que des fonctions réelles 
variables réelles. Ce n’est que dans le second Volume que nous 
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nous occuperons du cas ow la variable est complexe; mais l’exten- 
tion dela notion d’intégrale définie au cas d’une fonction complexe 
dune variable réelle se fait immédiatement. 

On entend par fonction complexe F(z) de Ja variable réelle x, 
une expression de la forme 


F(a) =f(«) + i9(a). 


On aura, par définition, 


b b b 
i} B( 2) de = { J (a@) dx +t f (x) dz. 
wa Ag we 
Il n’y a done pas de théorie particuliére a ces intégrales, qui se 
raménent aux intégrales déja étudiées. M. Darboux (Journal de 
Mathématiques, 1876) a donné une formule intéressante ana- 
logue a4 celle que nous avons rencontrée quand F(a) est une 
fonction réelle : dans ce dernier cas, si (a) désigne une fonction 
positive dea@ab,ona 


b b 
f F@yeyde=F) [ ¥@),  a<t<b. 


M. Darboux a montré comment on devait modifier cette formule 
dans le cas d’une fonction complexe. Le résultat auquel il est par- 
venu peut s’établir comme il suit. Soit 


b P) b 
I= f Flayy@yde= fo flayy(a)de+i fea) ¥(a) ae, 
U(x) étant positif entre a et b. 
On aura 


b tae nk (AO be fae b 
mod < f VP@)+ a) Ye) de =VPOHEO f Voyae, 
acted: i 


nous écrivons d’abord que le module d’une somme est plus petit 
que la somme des modules, et nous appliquons ensuite la formule 
relative aux fonctions réelles. 

On a donc 


b , 
modI = 07 f2(E)+ o2(—) | Ula)dz, o<0<1, 


a 
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ou 


b 
modI = 0modF(2) [ U(a) dz, 
et par suite, si « désigne l’argument de J, 
b b 
I = Oe** modF(é) [ U(x) dx = dele R(E) f U(x)dz, 
lant 61 de F is abe yee -2)) s: 
en appelant @ l’argument de F(§), puisque mod F(§) = ig 


done nous posons 
A = Oetla-B) 


b 
1=.F(E) f Y(@)ar, 


i étant une quantité dont le module est au plus égal a Punité. Le 
cas ot la fonction F(z) est complexe se distingue du cas oti elle 
est réelle par la présence de ce facteur h. 


il vient finalement 


22. La démonstration donnée pour la formule de Taylor au - 
moyen de l’intégration par parties généralisée, s’applique sans au- 
cune modification au cas d’une fonction complexe F(z), et ona 
encore 


F(a) =F (2)+(21— 2%) F'(a)+... 


r= er" FW) ary + - 
1.2. 1.2 


vs 
eal: Fin+1) (v)(a,— ax)” dx. 
, 

x 


Le reste pourra, en appliquant la formule de M. Darboux, se 
mettre sous la forme 


A Fin+0(E rae seer 


E étant compris entre Xo et x,, et A désignant une quanlité com- 
plexe de module au plus égal a l’unité. 


ee 8 ee 
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CHAPITRE IT. 


INTEGRALES INDEFINIES. 


I. — Intégrales des fractions rationnelles. 


1. On donne souvent le nom d'intégrale indéfinie a une inté- 
erale définie ayant pour limite supérieure la variable x et une h- 
mile inférieure qui est une constante qu’on ne fixe pas. On repré- 
sente simplement par 


ff) dx 


cette intégrale indéfinie, sans prendre la peine de marquer les li- 
mites. C’est simplement une maniére de désigner une fonetion 
ayant pour dérivée f(x). 

f(a) étant une fonction d’une nature déterminée, il est d’un 
grand intérét de faire, quand cela est possible, la recherche expli- 
cite de cette intégrale, ou de réduire les intégrales, correspondant 
aux fonctions de méme nature, au plus petit nombre de types. 
Telles sont les questions qui vont nous occuper dans ce Chapitre; 
nous commencerons par le cas ou f(z) désigne une fraction ration- 
nelle irréductible. 


2. Considérons donc Vintégrale indéfinie 


F(a) 
Fi Faye” 


On sait, d’aprés la théorie de la décomposition des fractions ra- 
tionnelles, que toute fraction rationnelle peut se mettre sous la 
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ef orme d’un polynéme en x, i une suite de termes de la forme 


DSS Stay a 


a les quantités @ étant les racines de f(x), et les A, désignant des 
- constantes. Or lintégrale d’un polynéme est un polynéme, puisque 


gm+t 
2” dar — . 
Teo § 


D’autre part, ona 


: de (#—a)-o : 
Jee SS eh 


dx 
i = log(a—a). 


_ Toute la théorie est contenue dans ces remarques évidentes. 

Mais approfondissons davantage la question. 

} Nous allons nous préoccuper de pousser la réduction de l’inté- 

grale le plus loin possible, en ne faisant que les opérations élé- 
ntaires de l’Algébre, c’est-d-dire addition, multiplication et di- 

ion de polyndmes. Rappelons d’abord que si f(x) a été décom- 

en un produit 9; (2) >< 92(@) <...->< n(x) de polyndmes ¢ 

iers entre eux, on aura 


F(x) _ Hy Fle), 

Rees p> gi(z) 

Bs upposons, en particulier, qu’ayant appliqué la théorie des ra- 
sines égales nous ayons trouvé 


f (xv) =X: X93... X4, 


les X désignant des polynémes dont toutes les racines sont simples: 

équation X,= 0 fait connaitre toutes les racines simples de /, 
ation X.—= o les racines doubles et ainsi de suite. On sait qu’on 
trouver les polyndmes X par de simples divisions. Nous au- 


F(#) _ Fie) | Fa(2) Fa(2) 
Y Poe ee a ile 


fou s sommes ainsi, d’une manicre générale, ramené a chercher 


é 
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Va ntégrale 


(1) frye 


» étant un polynéme quelconque, et X un polynéme qui n’a que 
des racines simples. 

Supposons que l’entier positif « soit supérieur a l’unité; je dis 
que nous pouyons ramener la recherche de cette intégrale a une 
autre de méme forme, mais ou « sera remplacé par «—1. 

Montrons en effet qu’on peut déterminer un polynéme P(x) tel 
que la différence 


ee == =| xem | soit de la forme eile) 


X% da \ Xo-1 Xo-!1 
I! faut et il suffit pour cela que 
o(@) +(a—1)P(x)X’, 


X’ désignant la dérivée de X, soit divisible par X. Supposons que 
X soit de degré m, on pourra prendre P( 2) de degré m —1, de 
telle sorte que l’expression précédente s’annule pour les m ra- 
cines de X, ce qui est possible puisque, pour ces racines, X! est 
différent de zéro. On aura done a déterminer un polynéme de 
degré m —1 qui prend pour m valeurs de la variable des grandeurs 
données. Mais, en présentant sous cette forme la recherche de 
P(x), il semble qu’il faille résoudre l’équation X = 0; en réalité, 
Vexistence de P(a) étant certaine d’aprés ce qui précéde, il suffira 
de procéder en faisant la division, ce qui donnera des équations 
du premier degré pour déterminer les coefficients de P(x). 


Pi gia 


Ainsi de, intégrale (1) nous passerons, en retranchant Yon? 


01 (x) 
fae dx, 


el ainsi de suite, de proche en proche, jusqu’a 


Pa—1(%) 
se a dx, 


pour laquelle nous ne pouyons plus évidemment continuer la ré- 


Vintégrale 
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duction. Arrivé a ce point, il est nécessaire, pour achever l’inté- 
gration, de connattre les racines de l’équation X = o. 


3. Supposons que les coefficients de la fraction rationnelle soient 
réels et que le dénominateur X ait été résolu : portons particu- 
liérement notre attention sur un couple de racines imaginaires con- 
juguées. On sait que l’on aura, pour ce couple de racines, a + bi, 
a — bi, la somme des termes simples 


Az+B sees aye A,2+ B, 3 : Novae = Brn—1 
ie — ays 6)" * [(@—a)?+ B21 " ™ [(w@ — a)? + 2)’ 


les A et B étant des constantes. D’aprés ce qui vient d’étre dit, 
toutes ces intégrales se raméneront a une intégrale de méme forme 
que la derniére, et qu'on trouvera immédiatement en |’écrivant 


sous la forme 
2M(a—a)—2Nb 
(@ — a)?+ B? 


? 


M et N étant deux nouvelles constantes. Or on aura 


— @) dx =Mlogl(x—a)? + 2°], 


2 —a)?+ 2 


comme on le vérifie par la différentiation; d’autre part, 


2Nb Paes hint 52 —e., 
Sa@cayrn@=? are tangs 3 : 


donc finalement 


t9M(a2—a)—2Nb _ ei oe b? 
4) ® 4 9 = M log Bisa eo ae 
. (2 —a)?-+ 62 °(#%y— a)? + 6 
« i ~ P= te en -— 
2N are tang b + 2N are tang h > 


formule qui ne présentera aucune ambiguilé, si on ajoute que les 
arcs correspondant aux tangentes indiquées sont compris entre 


Biot 2 x 
2 2 
Nous avons écrit plus haut 


— = log(a#—a); 


ct—a 


ce résultat n'a, jusqu’ici, de sens pour nous que si @ est réel. 


/ 


42 INTEGRALES SIMPLES Ef MULTIPLES. 


Soit maintenant a = 2-+ 67: nous aurons 


> dx (7 —a) dx -f Bidx 


Jara”) (@-ap+ RS (2 -a pe 


I . pM? A 
-s log [(a —- «)?-+ B?]-+ carc tang —,—- 


8 


II. — Intégrales hyperelliptiques. 


4, Les intégrales les plus importantes qui aient donné lieu a 
une théorie complete sont les intégrales de la forme 


(2) [Fa nan, 


F étant une fonction rationnelle de x et vy, et vy une fonction algé- 
brique quelconque de a, c’est-a-dire une fonction liée a x par la 
relation 


S(%, ¥) =9, 


ot f est un polynéme. Les plus simples de ces intégrales, aprés 
celles ot y est une fonction rationnelle de z, sont celles oy est 
liée 4 x par la relation 

y? = R(w), 


R (a) étant un polynéme que nous pouyons supposer n’avoir que 
des racines simples. De telles intégrales sont appelées hyperellip- 
liques. 

Ce polynéme peut étre de degré pair ou impair; les deux cas se 
raménent lun a l'autre. Supposons le polynéme de degré pair 2p : 
posons, en désignant par @ une racine de R(z), 


Pintégrale se trouvera ramenée a une intégrale de méme forme, 
mais ou le radical portera seulement sur un polynédme de degré 
2p —1; on aura en effet 


Ri(s) 


ioe 
32? 


EG i= 


? 


R,(s) étant un polynéme de degré 2p —1. 


Inversement, si l’on a un polynéme R(x) de degré impair 2p —1, 
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p, z 
pour étre ramené au cas d’un polynéme de degré ap. 
Ceci dit, considérons lintégrale (2): la fraction rationnelle 


, ¥) peut se mettre sous la forme 


M+Ny 


Pat ipa Ny? 


M et N étant des polynémes en w. On élimine pour cela toutes 
puissances de y autres que la premiére en remplacant jy?” par 
2 mb yee! par y R”. 

i nous multiplions les deux termes de F par M, — N,y, nous 


F(z, y)=P+Qy, 
Q étant des fractions rationnelles de x; ou encore, en rempla- 


R(x) 


\ Mg ? bag. i L 
ant y par » nous aurons, d’une maniére générale, 


B 
VR(x) 
et B étant des fractions rationnelles quelconques de a. En for- 
nt t Vintégrale (2) nous avons d’abord 


fa dz, 


e d’une fraction rationnelle déja étudiée, et ’intégrale, dont 
s devons maintenant nous occuper, 


Sra 


fraction rationnelle B peut se décomposer en un polynéme 

ne suite de fractions simples dont le dénominateur est une 

ance d’un bindme (2 — a). Nous avons donc finalement les 
ypes suivants 


ic _e(xjda 
(7— a)x/R(a), 


“4 pdévignant des poiretanes, et % un entier positif. 


vr 4 


- | eae! 
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5. Prenons d’abord les intégrales du premier type 


La discussion se fera de laméme maniére que R soit de degré pair 
ou impair; il est néanmoins indispensable de faire une hypothése 
particuliére. Nous supposerons dans la suite que R(z) est de degré 
2p +1. Sans étre essentiel au fond, le choix d’un polynéme de 
degré impair est préférable pour le développement de la théorie; 
nous ne nous en rendrons pas encore bien compte en ce moment, 
mais nous le verrons plus tard dans l’étude plus complete de ces 
intégrales. 


Soit m le degré de f(z), nous allons montrer que ce degré peut. 


étre abaissé au degré 2p —1. Supposons done m supérieur a ce 
nombre et posons ; 
m=o2p+h (h20). 


e a on peut retrancher la dérivée 
zv@ 


de Cx\/R(x), C étant choisi de telle sorte que le numérateur de 
la différence soit de degré m —1. On a en effet 


Je dis que de l’expression 


hart R(xv)+ ~ aR'(a) 


VR(x) 


d ied: 
Co leVvR(@) |= C 3 


le degré du numérateur est 2 + i, nous pouyons donc choisir C 
de telle sorte que, dans la différence 


f(a)— 6 de-R(2) + LaaAR(@)], 


le coefficient de x” soit nul. Par une série de soustractions succes- 
sives nous raménerons donc notre intégrale 4 une partie Loute in- 
tégrée et a une intégrale 
Si (av) dx 
SS ee 
VR(@) 


mais ou cette fois /; (x) sera un polyndme au plus de degré 2p —1, 


car la réduction pourra se faire pour la derniére fois quand on 
aura i= 0. 
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_ Nous obtenons done 2p intégrales de ta forme 


xv dxr 


VR(2) 


(up =o, I, 2, at ae 1). 


En général, ces intégrales sont des transcendantes nouvelles et 
distinctes les unes des autres, qui ne sont pas susceptibles de 
s’exprimer a l’aide des fonctions introduites dans les éléments. On 
doit étudier sur elles-mémes leurs propriétés extrémement inté- 
ressantes ; mais nous ne pourrons qu’ultérieurement entreprendre 
cette étude. Montrons seulement qu'on peut les partager en deux 
espéces : les intégrales de la premiére espéce sont celles qui res- 
teront finies quand 2 augmentera indéfiniment, les autres seront 
dites de seconde espéce. Nous pouvons ici appliquer le théoréme 


du § 16 (Chap. 1): la fonction Be est comparable pour «x trés 
VR(x) 


Si done 


I 
aii wad) 


Pintégrale sera de premiére espéce, ce qui revient a p< p—}4. 
On aura donc p intégrales de premiére espéce, c’est-a-dire res- 
tant finies pour x =, pour p= 0, I, 2, ..., p—1; les autres 
intégrales seront de seconde espéce. 
Rappelons d’ailleurs que toutes ces intégrales restent finies 


quand x tend vers une racine de R(xv)=o. 


6. Passons maintenant aux intégrales du second type 


ate e 


$ ——— * 
” (7—a)t¥R(x) 


Deux cas sont A distinguer, suivant que @ est ou non racine du 
polyndme R(x). Je me place d’abord dans le premier cas. Je vais, 
en supposant 2>1, retrancher de l’intégrale une expression de 
la forme 
CYR(x) 


" (@— ayer" 
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de telle sorte que la différence soit une intégrale de la forme ini- 
tiale mais ou & sera remplacé par «—1. Ona, C désignant une 


constante, 


—(a—1)R(#) +> (a—a)R(a) 


C d ( VR(a@) tac 


= fies = a — SS A 
dx 


(a a yomk fp” (2 — a)#/R(a) 


Dans la différence 


g(a) C d eee if 


(a —a ja/R (ar) “da\(2— a) 
le numérateur sera divisible par 2 —a silona 
o(a)+ C(a—1)R(a)=0, 


égalité qui détermine C, puisque R(a@) n’est pas nul et que « est 
supposé plus grand que Vunité. Ainsi, par la soustraction précé- 
dente, nous sommes conduit a une intégrale de la forme 


i 01(a2) dx 
| = oar 


0, élant toujours un polynéme. Nous pourrons continuer ainsi 


cette réduction jusqu’a ce que nous arrivions a une intégrale de la 
forme (3) out on aita=1. D’ailleurs, en divisant o(2) par 2 — a, 
cette derniére intégrale se raménera aux intégrales du paragraphe 
précédent et a Punique intégrale 


ii dz 
(2 —a)VR(@) 


Dans le cas ot R(a) =0, les considérations précédentes ne 
s'appliquent plus; mais, avec une petite modification dans les rai- 
sonnements, nous allons pouvoir effectuer la réduction aux seules 
intégrales du premier type. Reprenons done Vintégrale (3) en 
supposant que @ soit racine de R(z). Nous formons la différence 


x o(x) oe ( VR(v) i; 


( ic 5 — =a ? 
a (a —a)*#/R(a) da \(x — a)* 


p~ 
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x 


le second terme peut s’écrire 
,. 


~R'(x)— aR (a) 
(x —a)tVR(@) | 


en posant 
R(a) 


Ee a 
Or « est racine simple de R(x), done R,(a) = R'(a) Fo, et 
par suite on peut déterminer C de maniére que la eeence (4) 


soit de la forme 
01 (2) 


(w@ —a)y1VR(@) 


ll suffit pour cela que 
e(a)—C € — 2) Ai(aye=o, 


Le coefficient de C est différent de zéro, méme pour « ==1 : on 
pourra donc effectuer de proche en proche la réduction jusqu’a 
faire disparaitre toute puissance de z — a au dénominateur et fi- 
nalement il ne restera, dans ce cas, que des intégrales du premier 


type. 


En résumé, le second type se raméne au premier et a des tn- 


if dz 
(@—a)VRw) 


la constante a n’étant pas racine de R(a) = o. 


_ tégrales de la forme 


7. Nous avons fait les réductions précédentes en supposant le 
polyndme R(x) de degré impair 2p +1; cette hypothése n’avait 
aucun intérét pour la réduction faite en dernier lieu, qui en est évi- 
demment indépendante. Il n’en est pas de méme pour celle qui 
concerne les intégrales de la forme 


e(r) dar 
VR(x) 


Les raisonnements peuvent néanmoins étre fails avec peu de 
modifications. Il suffira d’énoncer le résultat : 
- 
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Si le polynéme R(x) est de degré 2p, toutes ces intégrales se ra- 
méneront aux intégrales 


ou p. devra prendre les valeurs 0, 1, 2, .... 2p — 2; ya done, 
dans ce cas, 2p —1 intégrales du premier type. 


8. Donnons quelques exemples simples. Je supposerai d’abord 
le polyndme R(x) du second degré. D’aprés ce qui précéde 
(§ 7), toutes les intégrales de la forme 


fF (a, (Az?+ Ba + C) dz, 
F désignant une fonction rationnelle de x et de VAxv?+ Ba +C, 


se raméneront aux deux intégrales 


dx , dx 
et a 
—___ (we EE 


a désignant une constante. Ces deux intégrales se trouvent immé- 
diatement; elles sé raménent d’abord lune a l’autre, car il suffit 


I 4 
de poser dans la seconde « — a= — pour la ramener a la forme 


de la premiére. Quant a celle-ci, deux cas seront a distinguer sui- 
vant le signe de A. Selon que A sera positif ou négatif, nous au- 
rons, par un changement linéaire de variable, l'une ou I’autre 


forme 
dx dz 
ee ou eee. 
Vx2+ a (a2 — x? 


qui sont respectivement, comme le montre la différentiation, 


log (x SAY == a) et are sin =. 


Passons au cas ott R(x) serait un polynéme du troisiéme degré ; 
les intégrales du premier type sont alors au nombre de deux : 


a ay 
VR(7) J VR(@)’ 


Vintégrale est dite alors une intégrale elliptique. 


_ 
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Le cas ot R(x) est un polyndme du quatri¢me degré peut se 
ramener, d’aprés ce que nous avons dit d’une maniére générale, 
au cas ot le polyndme est du troisiéme degré. Ona pris longtemps, 
comme polyndme normal, le polyndme du quatriéme degré; on 
tend maintenant 4 faire la théorie des intégrales elliptiques et des 
fonctions qui s’en déduisent en prenant comme polynéme normal 
le polynéme du troisi¢me degré. Indiquons cependant, relative- 
ment aux polynémes du quatriéme degré, une transformation qui 
a joué un role trés important: elle consiste en ce qu’on peut sup- 
poser seulement des termes de degré pair dans le polyndme. 
Employons en effet la transformation 


a 


Y~p—a 


p désignant une constante, ce qui revient a faire la substitution 
x == p — “ On a alors 


Rey 
R(x) = Bil) d 
wn 
Nous allons déterminer p de facon que la somme de deux ra- 
cines du polynéme transformé en y soit égale a la somme des 
| deux autres. Si nous désignons par a, b, c, d les quatre racines 


7 de R(x), les racines de R,(yv) seront 


ae. ia I t 
uae p.b pt p—d 


Ecrivons, par exemple, 


équation qui est du second degré en p. Si l’on prend pour p une 
de ses racines, le polyndme R, (y) sera de la forme ; 


el hal di a dd daa Mia 
le coefficient de y étant le méme dans les deux facteurs. I] suf- 


fira alors de poser y + : = < pour avoir le polynédme bicarré 


My A'(s?+ a) (s?+ 8). 
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On peut donc supposer que le polyndme R(x) est bicarré, 
soit 
R(x) = ao xvt+ @,22+ ap. 


Les intégrales de la premiére catégorie sont alors 


dx x dx x? dx 
: - pee esr 
V my Ww é & 2 a2 V ko 2 2 
Ay ®*+- &2*+ Az Aypxr*+ @2*+ a Ajpxr*+- a,z2*-+ a 


La seconde de ces intégrales se raméne aux fonctions élémen- 
taires : il suffit en effet de poser x?=y pour la ramener a l’in- 


nf dy 
Vay?+ a,yY + A, 


III. — Intégrales de différentielles algébriques. 


légrale 


9. Le cas général d’une intégrale de différentielle algébrique 
est une intégrale de la forme 


[Fa nae, 


F étant une fonction rationnelle de z ety; y est liée a a par la 


relation 
SF (2, YX) = Wh 


etant un polynéme irréductible en x et y, c’est-a-dire que la 
courbe algébrique représentée par cette équation est indécompo- 
sable. Nous allons faire sur l’intégrale précédente quelques réduc- 
tions d’une nature purement algébrique; ce ne sera qu’aprés avoir 
étudié plus tard les principes de la théorie des fonctions que 
nous pourrons pénétrer plus avant dans la théorie de ces inté- 
grales, appelées intégrales abéliennes, du nom du géométre 
norvégien Abel qui a fait connaitre a leur sujet un théoréme 
d’une extréme importance. 

Je supposerai la courbe f= 0 de degré m; de plus l’ensemble 
des termes homogénes de degré m dans f(x, y) se compose de m 
facteurs linéaires distincts et aucun d’eux ne se réduit dz oua y. 
En langage géométrique, ceci revient a dire que les m directions 
asymptouques de la courbe f sont distinctes et ne sont pas paral- 
léles aux axes. Cette supposition est toujours permise, car on peut 
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commencer par faire sur la courbe une transformation homogra- 
phique ou une perspective qui la réalisera. 
Ceci dit, j’écrirai lintégrale sous la forme 


(ha 
5 ee ee ar 
(5) [yan Fi 
ce qui revient a poser 
Y(2, vy) =fy F(x, x): 


(a, v) sera une fraction rationnelle de x et y, soit 


I(z 
U(r, y)= : ae 


Nia y) 

M et N étant des polynémes en x et vy. Montrons d’abord qu’on 
: 4 uf 

peut remplacer la fraction rationnelle - par une autre dont le 


dénominateur ne renferme que la variable x. Nous nous appute- 
rons pour cela sur le théoréme d’Algébre suivant : 


Etant donnés deux polynédmes premiers entre eux, f(x,y) 
et N(x, y), on peut trouver deux polynémes en x et eny, A et- 
B, tels que 

Af+BN =X, 
X étant un polynéme en x. 


| Ce théoréme se démontre comme la proposition analogue rela- 
| live a deux polynédmes ne renfermant qu'une seule variable. 


' Soient 
= A) y™4- ayy"... + am, 


N= boy” = by"! +... 


les deux polynémes ordonnés par rapport a y: les @ et & sont 

des polyndmes en x. Prenons le résultant X de ces deux poly- 
_ndmes en y. On peut le mettre sous la forme d’un déterminant 
bien connu d’ordre m+n 


& ay wee Am oO oO eee oO ] 

oO GH «+. «os Am O fee oO 
A= 0 §G ns 

by by 6, 0 
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Si l’on multiplie les éléments de la premiére colonne verticale 
P . . . 
‘pa ymtn-t, ceux de la seconde par y”*”~? et ainsi de suite, et 
quaprés les avoir ainsi multipliés on les ajoute a la derniére, 
ju a} I 


celle-ci se trouvera remplacée par 
HOAf OOF, wag ty, YD eee 
En développant le déterminant, on a Videntité 
X=A/f+BN, 


A et B étant des polynémes en x et vy; X ne dépend que de x. 


On aura done 
M BM BM 


ely nes To ty oes Se 


1 NN. Ba Xx 


puisque y est définie par la relation f(z, y) =o. La fraction ¥ a 
alors pour dénominateur X qui ne dépend que de «, el nous 


pouvons écrire l’intégrale (5) sous la forme 


[S24 
X(ax)fy : 


: . F ‘ I ‘yes 
Nous obtenons ainsi, en décomposant la fraction xen éléments 


simples, des intégrales des deux types 


i I) aa Q(a, yy) dx 
Sy (a — a) fy’ 


P et Q étant des polynémes en x ety, et ces deux formes rappel- 
lent celles que nous avons trouvées pour les intégrales hyperellip- 
liques. 


10. Nous allons montrer que dans les intégrales du premier 


type 
(6) sf ae 
y 


on peut ramener le degré du polynéme P, qui est arbitraire, 
a étre au plus de degré 2m — 4. 
Soit p le degré du polynéme P et supposons 


p22m—3. 
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Retranchons de lintégrale (6) un polyndme homogéne en x et y 
de degré p — m +- 2: soit d(x, y). Ce polyndme 2 peut évidem- 
ment s’écrire, en tenant compte de la relation f(z, vy) = 0, 


Many) = fe ste ae, 


Pouvons-nous choisir ) de telle sorte que la différence 
(7) P(a, ¥) —OaSy—Ay Fe) 


soit un polyndme de degré p —1? 

Désignons par P,(x,yv) Vensemble des termes homogénes de 
degré p dans P(x, v), et o(z, vy) Vensemble des termes homogénes 
de degré m dans f(x, 7); expression (7) se réduira 4 un poly- 
ndme de degré p —1, si 


a Pi(x, ¥)— (Ae ey — A5Gz) 


est divisible par o(2,y): car alors, p(x, y) étant le quotient, il 
suffira de retrancher de (7) le produit p(a2, v7) f(x,y) pour avoir 
un polynéme de degré p —1. Cette soustraction ne change d’ail- 
leurs rien 4 l’expression (7), puisque f(x,y) =o. Remplacons 
X, par sa valeur 
—m+2)_h— yX 
(p—m = Ky’ 

tirée du théoréme d’Euler relatif aux fonctions homogénes : |’ex- 
pression (8) deviendra 


rPy(x,y¥)— (p— m+ 2)M-a,y) Py + MID 
x 


Elle sera divisible par 9(2,y) si le numérateur est divisible 
par 9 qui, par bypothése, ne contient pas x en facteur. Nous avons 
done a choisir } de telle sorte que 


2Pi(x,y)—(p—m+2)XA(z,y)oy 


soit divisible par o(2,y), ce qui sera possible si le degré de 
A(x, y) est supérieur ou égal a m —1, c’est-a-dire si 


—m+22m—t1 ou p22m—3. 


Le degré,de P(x, v) se trouvera donc ainsi abaissé d’une unité, 
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et on pourra continuer jusqu’a ce que ce degré atteigne 2m — 4. 
Done, en résumé, dans les intégrales du premier type 


[= ae 
Sy 


le polynéme P(x, y) peut étre abaissé au degré 2m — 4. 


11. Avant de passer aux intégrales du second type, il nous faut 
faire quelques remarques préliminaires. 

Soit x=a une droite rencontrant la courbe f(z2,yv) en m 
points distincts dont nous désignerons les coordonnées par jy, 
Vo, ++) Nm, et-admettons d’autre part qu’un polynédme ®(z, yv) en x 
et y s’annule en ces m points: je dis que le quotient 


(7,7) 
ee aed 


en supposant x et y liées par la relation f(x, v)= 0, peut se 
mettre sous la forme d’un polynéme en z ety. 

in effet, ®(z,y) peut étre ordonnée suivant les puissances de 
x —a, et ensemble des termes ne dépendant pas de & sera un 
polynéme en vy, 9(y); nous devons montrer que 


Awa 


C— a 


(9) 


peut se mettre sous la forme d’un polynéme en x et y. Or 9(y) 
s'annule pour 7, 2, ---;.%m- D’autre part, en ordonnant le poly- 
nome f(#,yv) suivant les puissances de x — a, léquation f= 0 
se met sous la forme 


(y¥ —J1)-+(¥ —Y¥m) + (e2—a)pi(y) + (e@—a)P ply) +...=09, 


les p désignant des polynémes en y; donc 


(Y= Hi) CY — Fs): AY Jim) et, par suite, ey) 
I wL—ea 
se mettront sous la forme d’un polyndme en z et y. 
En second lieu, supposons que la droite «2 = a soit tangente a 
la courbe /, en un point simple, deux points de rencontre seule- 
ment étant confondus au point de contact, et les (m— 2) autres 


— 
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points de rencontre ¢tant distincts. Je suppose le polynéme ® (2, yv ) 
tel que la courbe 
(7,7) =0 
soit rencontrée par la droite x =a en deux points confondus au 
méme point que /, et passe par les (m — 2) autres points de ren- 
contre. / 
Je dis encore que 


b(2, 7) 


w~t—a 


en supposant x ety liées par la relation f(a, y) = 0, peut se mettre 
sous laforme d’un polynéme en x et en y. La démonstration sera 
analogue; l’expression se réduit a la forme (9). Or, en désignant 
par y, Vordonnée correspondant a la racine double et par v2, .. -, 
¥m-—1 les ordonnées des (m — 2) autres points de rencontre, o(7 ) 
contiendra en facteur 


(Y — Ni) (HY —I2)-+ (¥ —Y¥m-1)3 
d’autre part, l’équation f= 0 pourra se mettre sous la forme, 
(Y —S1)KI — 2). AY —Ym—-1) + TY) (@ — 2) + Q2(y)(@— a)P+...=0, 
les q étant des polynémes, et la démonstration s’achéve comme 


plus haut. 


12. Revenons maintenant aux intégrales du second type 
(10) fo 
(@ rae “fy 


Nous allons démontrer que : 


On peut ramener, de proche en proche, cette intégrale a une 
intégrale analogue, mais dans laquelle le degré de x —a est 
égal a Vunité. 

En d'autres termes, on peut toujours abaisser d’une unité le degré 
a >1 de x—a. 

Je suppose d’abord que la droite «== a rencontre la courbe 
J(#,y)==0 en m points distincts. 

Employons le méme genre de considérations : nous retranche- 
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rons de l’intégrale (10), en tenant compte de l’équation f(z, v)=0, 
une expression de la forme 


M(x, y) ad (2,7) oe 
(a—a)*1 ~~ J} dx \(a#— a)! 

(Neff — Ny fd) (@— a) — (a= MIG go, 
~ (w—a)*fy » 


(x, v) étant un polynéme que nous choisirons de telle sorte que 
IV p J | 

cette différence soit une intégrale analogue a (10), mais « étant rem- 

placé par « —1. Pour cela, il suffit que 


Q(x, 7) + (a—1) (a, x) Fy 
(2 — @a)% 


Qi(@, y) 


puisse se mettre sous la forme ———~—— 
(7— Ce 


» c’est-a-dire que 


Q(z, y)+(a—DA(2,7) fy 
(a —— 


se réduise 4 un polynéme. Or ceci aura lieu si le numérateur s’an- 
nule pour les m points de rencontre de # = a avec la courbe (§ 11). 
On satisfait 4 cette condition en prenant pour ) un polynéme, en 
y seul, de degré m — 1, quise trouvera ainsi complétement déter- 
miné, puisque f, est différent de zéro. 

Le théoréme est donc démontré, et, en continuant de proche 
en proche, on est ramené uniquement a l’intégrale qui correspond 


x 


acest. 


413. Laréduction est moins immédiate si la droite z = a est tan- 
gente alacourbe /, dans les conditions du § 11. Placons-nous dans 
cette hypothése. Nous allons retrancher de lVintégrale (10) une 
expression de la forme 

(a, ¥) 


(@—a)* 


Pour effectuer la méme réduction que précédemment, A(x, 7) 
devra étre tel que l’expression 


Q(z, y¥)(a@— a) + ad(a,y )fy —(@— a) (Ae fy — dy Fe) 


(# ae Q)a+1 
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soit de la forme 
Qu es¥)_ 
(2— a)%-1 
Il faudra d’abord que “22 ir puisse se mettre sous la forme 


Wun polynéme. II suffit pour cela que X(2, 7) s’annule pour 
(a, Ja) (a, V2), sty (a, ¥m—1)) 


puisque déja /} s’annule pour (a, 7). Le polyndme (2,7) f,, pour 
xz =a, deviendra alors un polynéme en y ayant la racine’double y, 
et les racines simples yo, ..., m_1 et, par suite, d’aprés le lemme 


(§ 44), | 
d (2, ad hy 


Ta 


pourra se mettre sous la forme d’un polynéme. Nous pourrons 
prendre pour d le polynéme en y 


A=(¥ —N)(¥ — M2) (YY —H¥m-1) UY), 


u(y) étant un polyndme en y. 
Il faut ensuite que 


ae 
Qizny) +e 1, f2 


zrz—a 


se mette encore sous la forme d’un polynéme. Nous allons une nou- 
yelle fois appliquer le lemme (§ 11). Le numérateur peut s’écrire 


(¥— 1) (¥ —H2)ee (YN —Vm—1) Sy 


Q(a,y)+4 pee u(y) 
(11) + (¥ —J1)--(¥ —Ym—-1) EY) Se 
_ aly — BE (gem ore 
+ wy) fz (y 1) ran A i), 


Cette expression doit d’abord s’annuler pour (a, 7), (a, ¥2), ---: 
(4, ¥m_1): cette condition nous fait connaitre les valeurs de 


u(%1), »(72)> >sy (CH mn—1) 


Ces quantités seront parfaitement déterminées. En effet, cher- 


(12) 
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chons le coefficient de u(y,), correspondant au point de contact : 
ce sera 


2 | Pare crete a of . E Mos five : 
2 Pig? | * xr=a 


dy 


a 2 
yrs 


Or, dans le cas actuel, on a (§ 11) 


S(®,Y)=(¥ IY —IH2)- + CY —IHm-1) + (@— a) q(y) +... = 0. 


Cette relation permet de calculer immédiatement l’expres- 
sion (12): elle se réduit a 


(io) (—2¢+1)q1( 91) (W1— 2) «(1 — ¥m—-1)3 


or qi (y1) West pas nul sz le point (a, y,) est, comme nous le sup- 
posons, un point simple de la courbe f. Donc le coefficient de 
u(y,) est différent de zéro. 

Les autres coefficients se calculent d’une maniére analogue ; celui 
de u.(y2) par exemple est 


(—&+1)9Q1(¥2)(Y2—N1) (¥2 — V8)+ + (V2 —Ym—-1)s 


et dans cette expression g,(j2) n’est pas nul si au point (a, 72) 
la tangente a la courbe f nest pas paralléele a Vaze des x, 
comme nous pouvons le supposer; nous avons d’ailleurs 4 >1. 

Il nous faut encore écrire que, dans l’expression (11) mise sous 
forme de polynéme et ordonnée suivant les puissances croissantes 
de x—a et y—y,, il n’y a pas de terme du premier degré en 


y —yi1- Cette condition détermine, sans impossibilité aucune, la 


valeur de p/(y,). On trouve en effet que la partie du coefficient 
de y — y, qui dépend de p/(y,) se réduit a 
2(t— a) 21) 9101) (Yt — V2) + + (V1 — Y¥m-1)} 
u/(yv,) sera donc déterminée par la condition indiquée. 
Ainsi p.(y) doit étre un polynéme tel que 
Rio) is), ashe erie et en outre uw (71) 


aient des valeurs données. Il existe une infinité de tels polyndmes. 
Soit, par exemple, o(y) un polynéme d’un degré au moins égal a 
m—2 ayant pour vy = (y1,.--; ¥m_1) les valeurs données, il en 


yen 
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sera de méme du polynéme 
B(x) = 9(7) + Oly —1)-+(¥ —Ym-4); 
dans lequel on déterminera la constante C par la condition que 


2H (91) = 9'(71) + O71 — 2). - (1 — YX m-1) 


ait une valeur donnée. 

Le théoréme énoncé (§ 12) est done encore démontré dans le 
eas ot la droite =a est tangente A la courbe f en un point 
simple. 


14, D’autres circonstances pourront se présenter. La courbe 
peut avoir des points singuliers. Supposons qu’elle ait seulement 
des points doubles a tangentes distinctes, et que la paralléle a 
Vaxe des y menée par un point double ne soit tangente en ce point 
a aucune des deux branches de courbes qui y passent. Dans ce cas 
les réductions faites plus haut ne peuvent plus étre employées. 

Montrons bien nettement le point ot les raisonnements cesse- 
ront d’étre applicables. D’abord la conclusion du § 11 est tou- 
jours correcte, c’est-a-dire que le quotient 


P(x, y) 
r—a 


peut toujours se mettre sous la forme d’un polynéme en & et y, 
méme quand la droite =a passe par un point double de la 
courbe f(z, vy) = 0, pourvu que la courbe 


®(x,y)=0 


soit rencontrée par la droite z = a en deux points confondus au 
point double et qu’elle passe par les (m— 2) autres points de 
rencontre de cette droite et de la courbe /f. 

Il en ya autrement pour les conclusions du § 13; pour le voir, il 
suffit de se reporter 4 lexpression (13). Nous avons dit que la 
quantité désignée par g,(y;) n’était pas nulle; elle sera nulle au 
contraire si Je point (a, 7,) représente le point double : nous 
poserons dans ce cas 


i (yr) =(y¥—71)r(y): 
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Démontrons maintenant un nouveau lemme dont nous allons 
avoir a faire usage : 

Si la droite z =a passe par un point double a tangentes dis- 
tinctes (a,7,) de la courbe f(x,y) = 0, dans les conditions 
énoncées précédemment, je dis que le quotient 


P(x, 7) 
(~—a)? 


en supposant toujours x et y liés par la relation f(2, vy) =0, 
pourra se mettre sous la forme d’un polynéme en & et y, si, en 
chacun des points de rencontre de la droite z = a ayec la courbe, 
ce quotient garde une valeur finie, et si de plus les deux va- 
leurs correspondant aux deux branches de courbe passant 
par le point double (a, y,) sont égales. 

Dans le cas actuel f(x, vy) peut étre mis sous la forme 


IQ) =F KH PIS —F2) eS He) 
+ (x%@—a)(y—")r(y) H(a@—a)*gqal(y)+.--- 


Développons ®(z, vy) suivant les puissances de x — a, 
P(x, y) = o(y) + (@—a)oi(y)+(2—apPorl(y)+...- 


On aura 


P(x, v) aes o(y)+(@2@—a)e (x) ; 
eae | (w—a)? |. #0) 


7=Yk y=ye 
Pour que cette expression garde une valeur finie en chacun des 

points de rencontre, il faut que 

o( rr) =0 (AS 
et que 

' dy 
o'( ¥K) =) + O1( Vr) =0 CAS 0 Sone St); 
ae r=a 


Y=Yk 


: d ce 
mais pour k =1, (%) a deux valeurs distinctes, donc 
r=a 


P fice i 


P(¥1)=0 et 91( 71) =0. 
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Par suite, o(y) et 9,(y) seront des expressions de la forme 


oy) = PCr) (y — ry — ¥2)+- CY =I m-1); 
o1(y) =(¥ — m1) R(Y). 


a & 
i P 


En d'autres termes, la courbe ®(z, y)=o aura pour point 
double le point (a, y,) et elle sera tangente a la courbe f(x, y)= 0 
aux points (a, y2).--(@, ¥m_1). Cette derniére condition donne 
- lieu aux relations 


R(y2) = P(y2)r(y2), 
R( y¥3) = PC ys) r( 7s), 


R(¥m—-1) = P(¥m-1) 7 (¥m-1)- 


_Eerivons d’autre part que le quotient = Zz n’a qu’une valeur 
au point double (a, v,). Désignons par p et yp! les deux valeurs 
posées différentes du rapport (4) » ou de v1, sur la 
ra Fro 
: =I4 
tbe f = 0 au point (a, v,); on devra avoir 
P(¥1) 0? (Y1—Ja)-- (Yr Ym—1) + UR(1) 
‘a = P(y1) 2? (91 — ¥2)- + (¥1— m1) + RO), 


Pou l'on conclut 
P(y1)(¥1—Y2)- + (1—Im—1) (He + Ww’) + RC 1) = 05 


1 aura, d’ailleurs R 
- ee ry 
cet (1— 2) =~ 1— Ym) 


tla condition trouvée se réduira a 


P(yir(71)— R(m1) = 0. 


O(a. ¥) 
(7—a)’ 


eci posé, revenons au quotient qui, a un polyndme 


(y = ya). (Y= ¥m-1) 
(@—a)? 

ie Pas 
- : ra . 
a oy 


fiee sly = yyRty) | 
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ou, en tenant compte de l’équation de la courbe, a 


—P(y)(y—yor(M+ly—yRYY), 


vw—a 


D’aprés les équations (14) et (15), ce quotient se réduira a un 
polyndéme, puisque le numérateur admet la racine double y, et les 
racines simples 72, --+,; Ym—1- Notre lemme est donc démontré. 


15. Reprenons l’intégrale 


O(a, ") da 
(w— a)*fy’ 


en supposant que la droite «=a passe, comme au paragraphe 
précédent, par un point double de la courbe. Nous allons ici 
faire la réduction en retranchant de cette intégrale une expression 


de la forme 
K(2, 7) 
(xz ate jart 


On va montrer qu’on peut choisir le polynéme A(z, 7) de telle 
sorte que la différence soit une intégrale de méme forme que l’in- 
tégrale initiale, mais ol « sera remplacé par # —1. I] faudra pour 
cela que le quotient 


(w— a)?Q(a, y)+(4+1)A(a, y)fy—OAkty—AySa)(@ — @) 


(7— a) 


puisse se mettre sous la forme d’un polynéme en z et y. 
(a 
Tout d’abord le quotient a devra se réduire 4 un poly- 


nOme. Cette condition sera remplie si nous prenons 
A(z, y)=(¥ —N1) 9(Y) BY) + (4 — a)v(y)+(2 —.a)?x(y), 


en désignant par 9(y) le produit (vy — y2)..-(v — yYm_1), les po- 
lyndmes p(y), v(yv) et os étant, pour le moment, arbitraires. 
Zz, Eee 


Calculons le quotient eed ———; ce sera 


Y=-IN UY) RN Sy 


rZ—a 


+ vV(y fy + (2 — a) y)fy- 


ee 
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Ecrivons de nouveau la valeur de f(z, 9’) 


Je, SISSY iy ety) +(e — 2) (rH) ry) 
+(#—a)*q(y)+(e@—a)ss(y)+.... 


On trouve, en ordonnant suivant les puissances de 2 —a et en 
ne gardant que les termes qui seront au plus du second degré 


en(y—y,) et (x — a), 
Maw, x) fy 


a & 


=(¥—71) (Cy) [2¥(¥)— Hy) PCy] 
ieee ber) Ce) rls) o'r) ala) 
+r'(y) ely) e(y)] 
+(x—a)|—29(y) B(y) g(x) HVC) r(Y) 
+ (¥ —y1) [29(7) (7) — 8'(¥) BY) EY) 
uy) (NEE (XI Y) HY) 
=e Fy Ty) ay) 
+ (x—a)*[—2s(y)o(y) ely) +a(y)r(y)+vV(y) 9'(y))- 


On aura d’autre part, dans les mémes conditions, 


MAy— iy fe= {Xx —n1)9(Y)+(¥ —11)2 OY) 
+ (2 —a)[r(y)+(y—n)r'(y)]+ (@—a)?29q'(y)| 
<[v(y) + 2(@—a)r(y)] 
—Ky —n) rly) + 2(@ — a) q(y)+3(e@— ay s(y)] 
<[(¥ — 71) CY) BOY) + OC) BOY) 
+(x — 71) OC) HY) +(e — 2) '(y)). 


Les calculs étant ainsi préparés, nous devons chercher a choi- 
sir les trois polynémes p(y), v(y) et x(y) de telle sorte que 


d " 
q (@— a) Q(x, y) + (a+ “20S 


(16) (@—ap 


— OxSy— dy fe) 


soitun polynéme en vet y. 

Appliquons le lemme du paragraphe précédent. Tout d’abord, en 
déyeloppant le numérateur suivant les puissances de #—a et 
¥ — 1, nous ne devons pas avoir de terme du premier degré, ce 
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qui donne immédiatement 


o(y1)7r( 71) BC 1) — 29( M1) (M1) = 9, 
—249( 7s) 9( 71) BC M1) + ar(¥1)¥( 71) + Q(4, 41) = 9, 


équations qui déterminent les valeurs de p(y) et y(%4)5 pour que 
les équations fussent incompatibles, il faudrait que 


§0(71)9(¥1) —772( M1) = 9; 


condition qui n’est pas remplie, car elle exprime que les tangentes 
au point double sont confondues. 

Nous devons ensuite former le polyndme homogéne du second 
degréen x — aety —y;, qui donne au numérateur l’ensemble des 
termes de moindre degré. En Végalant a zéro, on forme ainsi une 


squati YJ", dans laquelle | d i , 
equation en Weald: aans aque e la somme des racines aura une 


valeur donnée. Or, dans cette équation, le seul terme dépendant de 
m(y) se réduit a 

2(%—1)9( 1 )™( M1), 
qui se trouve dans le coefficient du produit ( — a) (y—y,). La 
valeur de x(y,) sera donc elle aussi déterminée si nous nous don- 
nons, arbitrairement d’ailleurs, u(y) ety (71). 

Nous avons maintenant a écrire les équations relatives aux 
autres points de rencontre de x = a avec f = 0; il suffira de con- 
sidérer l’un d’eux : soit (a, j’2). Nous devons écrire que la courbe 
obtenue en égalant a zéro le numérateur de (16) passe en (a, 72) 


et est tangente en ce point a la courbe f. On devra done avoir 


Wabord 
V(¥2)— 7T(Y¥2)R( V2) = 03 


el, en écrivant ensuite la condition de contact, on voit que le seul 
terme contenant le polynédme x(y) figure dans le coefficient de 
(2 — a) et se réduita 


(% —1)T(V2)(%Y2— M1)? O'(H2)- 


On se donnera donc pour v(y2) et u(y) deux valeurs satisfai- 
sant a la condition écrite plus haut, et on se donnera tout a fait 
arbitrairement y' (v2) et p!/( v2) qui figureront dans lV'expression | 
du coefficient angulaire. La valeur de z(y2) sera alors comple- 
tement déterminée. 
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En résumé, on voit que les polyndmes p(y) et ¥(y) se trouvent 
déterminés par leurs valeurs et celle de leurs dérivées poury = ),, 
Yo, +++sVm_1, et le polyndme x(y) est déterminé par ses valeurs 
pour ces mémes quantités. La réduction cherchée peut éyidem- 
ment étre effectuée d’une infinité de maniéres. 


16. La réduction est done faite dans tous les cas pour les inté- 
grales du second type 


Q(a, ») dx 


—— a> 1) 
tae eae 


en supposant toutefois que la courbe ait seulement des points 
doubles a tangentes distinctes. Une telle intégrale peut toujours, 
P oh: : 

par la soustraction d’une fraction rauionnelle convenable en x ety, 
étre ramenée a lintégrale 


Riga jade 
(x7 — a) fy ‘ 


R désignant encore un polyndme. 

On peut d’ailleurs supposer que le polyndme R(x, v) ne ren- 
ferme y qu’au degré m—1 au plus, si l’on se sert de l’équation 
J (x,y) = 0 pour faire disparaitre les puissances de y supérieures 
a m—1. Ordonnant alors R(x, y) ainsi réduit par rapport aux 
puissances de z—a, on voit que cette intégrale se raméne en 
définitive 4 une intégrale du premier type et a la suivante 


R( vy) dr 
" (@—a)f,’ 


ou R(y) est un polynéme en y seul, de degré m —1 au plus. 


IV. — Intégrales des fonctions rationnelles de sinz et cosz. 


47. Nous n’ayons considéré jusqu’ici que des intégrales de dif- 
férentielles algébriques; on rencontrera souyent, dans les applica- 
tions, des intégrales de la forme 


[ sine, cosx) dx, 


J étant une fonction rationnelle de sinz et cos.c. Ces intégrales se 
t 
P,— 1. 5 


66 INTEGRALES SIMPLES ET MULTIPLES. 


raménent immédiatement a des intégrales de fonctions ration- 


nelles : si l’on pose en effet 
a. 
tang— =y, 


on a, comme on sail, 


d’autre part, de la relation entre x ely, qui peut s’écrire 


wv = 2arctangy, 


on lire 


Aprés ces substitutions, notre intégrale prendra done la forme 


fFO dy, 


F étant une fraction rationnelle de y. 
On peut ramener d’une autre maniére |’intégration a celle d’une 


fraction rationnelle : en posant 


eri — By 


on a, d’aprés les formules d’Euler, 


B*—I1 Z2+] 
sIn7 —y) cosz2 = 5 
212 2% 
on aura de plus 
dz 
daz = s5 
BU 


nous aurons donc encore, aprés les substitulions, a intégrer une 
fraction rationnelle. 

Comme exemple de la premiére méthode d’intégration, calcu- 
lons l’are de la parabole. Soit y?= 2px l’équation de la courbe 
rapportée a son axe et a la tangente au sommet. Exprimons les 
coordonnées x et y d’un point arbitraire de la courbe a I’aide de 
langle « que fait la tangente en ce point de la courbe avec l’axe 


des x. Ona 
P P 


2 tang? a’ x 


~ tanga” 
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et l’on trouve de suite 


ds? = dz?+ dy?= ha 


sin’ % 


Nous allons compter l’are 4 partir du sommet: ds et da seront de 
signe contraire. Nous aurons donc 


o 
da 
s=— > . 
ia  sinte, 


Pour calculer cette intégrale, posons 


a . 
tang = = J ; 
il vient alors 


U+by* dy 
sS— 
rf Age 


dont l’intégration est immédiate 


c OE eee Sh OE REE I wi 
pf (ati xX) ay = p( logy 57%); 


et, en remplacant y par tang — 


18. On peut modifier la seconde méthode d’intégration de 
fagon a présenter cette théorie sous la forme la plus élégante. 
C’est ce que fait M. Hermite dans son Cours d’Analyse, et ce 


que nous allons indiquer rapidement d’aprés lui 
Reprenons l’intégrale 


[fcinz, cosa) dx. 


En remplagant sing et cosx par leur valeur en fonction de 
=e, ona 


J(sinz, cosz) = P(z), 


= 


5. Nous allons chercher a 


P étant une fonction rationnelle de 
mettre P(3), considérée comme fonction de x, sous la forme la 
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plus favorable pour l’intégration. En décomposant P(z) en frac- 
tions simples, nous avons 


P(s) = n(s)+ ye 4. Vee 


zie (4— a)r : 
m(s) étant un polyndme; on voit que le second terme provient 
de la racine so qui pourrait se trouver au dénominateur de 
P(s), et que nous mettons ainsi en évidence. Les autres racines a 
sont différentes de zéro. Posant alors 


a= ett, 
nous avons d’abord 


I I eat : r—o 
= ——— = —— 1 —— COL ’ 
2—a4 ext ext 2 2: 


conséquence immédiate de la relation qui donne cot en fonction 
de e@*. Les termes 
An 
(4—a)” 


a = A oe 
se présentent maintenant sous la forme d’un polynéme en cot 


Cette forme est peu favorable a Vintégration; mais nous pouvons 
oO b) 
By fh a a 


exprimer les différentes puissances de cot en fonctions (i- 


a —— oe 


néatres de cot et de ses dérivées. Ona en effet, pour la se- 


conde puissance, 


dcotx 
cot?z = — 1— ——- 
dx 


Supposons d’une maniére générale que Von ait jusqu’au rang n 


k=n-1 


oe C dé cotxr 

cot? a = . — 
hk dack ’ 
a0) 


les C étant des constantes; il en sera de méme pour cot”*! x. Déri- 
vons en effet les deux membres de lidentité précédente : on aura 


k=n—-1 
ncot”-1a¢(—1 — cot?w) = Cy 


0 


d+\cotz. 
dak+1 ? 
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wr, col’-'a s’exprimant comme il a été dit, la méme propriété 
_ subsistera, d’aprés cette relation, pour cot”+! x. 

_ Nous avons donc, aprés ces réductions, 


k=n—-1 dk eot ( = *) 
=C+ Ds Bg =e 


k=0 


Ay ae Ag = ae ire 
 3s—a (4—a)p oa (s4—a)r 


_ Si Von multiplie cette expression par dx, et qu’on veuille inté- 
grer, l'intégration sera immédiate, car la seule quadrature 4 effec- 
_tuer sera 


r— 4 
. feo = dx, 


oN 


— 


ee 
2 : ks 
Pour toutes les racines a différentes de zéro, on fera un calcul 
-i nalogue. Il reste done seulement a considérer les termes 


n(s)+ >. 28; 


; qui est égale 4 2 log sin 


. 
1 


es (a, cosnx + Bysinna), 

V’intégration est immédiate. 

ses généralités nous suffiront; je renverrai, pour les applica- 
s, au Cours d’ Analyse de M. Hermite, ot le lecteur trouvera 

; développements les plus intéressants sur cette méthode de ré- 
tion. 
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CHAPITRE UT. 


INTEGRALES CURVILIGNES. 


I. — Définition des intégrales curvilignes. 


1. C’est la notion de la somme simple d’éléments de la forme 
Jf (xi) dx; quia joué jusqu’ici le réle essentiel; nous allons cher- 
cher a la généraliser. Commencons par une extension qui, tout en 
n’impliquantaucuneidée nouvelle, nous sera trés utile dans la suite. 

Considérons une fonction P(a, vy) des deux variables x et y et 
prenons dans le plan (Ox, Oy) deux points « et & de coordon- 
nées (a, A) et (6, B) : on les joint par une courbe C (fig. 2). 


y ’ 
B 


On-1 


ao Ee en ee 


Divisons l’arc «8 en un certain nombre d’interyalles par les 
points de subdivision a, %, ..., %p_, dont les coordonnées seront 
(1, ¥1)(@2, ¥2)-++(@n_1,¥n-1); nous formons la somme 


P(a, A)(a4— a) + P(a1, ¥1)(%2— 21) +... + P(@n-1; Yn-1) (0 — @n-1); 


tout a fait analogue, comme on voit, a celle qui nous a conduit 
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‘ 


i Vintégrale définie, avec la seule différence que la fonction P ne 
dépend pas seulement de x, mais aussi de y. 

Quand tous les intervalles (#;, #;,,) tendent vers zéro, leur 
nombre augmente indéfiniment, cette somme tend vers une limite. 
Pour s’en rendre compte, on pourrait répéter les raisonnements 
faits au début; il est plus rapide de ramener cette somme aux 
sommes jusqu ici considérées. Prenons le cas le plus simple ot la 


Bek. 
courbe «8 est telle qu’a chaque valeur de x correspond une seule 


; : eS 
valeur de y. Soit y = 9(a) l’équation de cette courbe a, 8; nous 
supposons la fonction 9(x) continue de @ a 6. En _ posant 
P[ x, ¢(x)| =F (2), la somme précédente n’est autre chose que 


F(a)(a,— a) + F(a) (%.— 71) +...+ F(a@p—1) (6 — &pn-1)3 


elle a, par conséquent, pour limite l’intégrale définie 


b 
ff Pla e(@)lae. 
a 
Cette intégrale se représente par le symbole 


[ P(x, y) de: 
J 
on dit que c’est une intégrale curviligne prise le long de la 
courbe C depuis « jusqu’a 8. Pour que cette intégrale ait un sens, 
il ne suffit pas de donner les points extrémes « et , il faut en 
outre indiquer le chemin suivi pouraller de « a 8. 

I] peut arriver que la courbe joignant « a { soit rencontrée en 


Fig. 3. 


ee aa.) 


0 x 


plus d’un point par une paralléle a l’axe des y. Nous parta- 
gerons alors l’are de courbe en un certain nombre de parties 
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pour lesquelles 4 chaque valeur de # ne correspondra qu'une va- 
leur de y. Les extrémités de ces arcs seront les points ou la tan- 
gente a la courbe est paralléle 4 Oy. Prenons, par exemple, la 
fig. 3. Ul y aura’sur Vare (#8) un point y ot la tangente est paral- 
léle a Oy. L’intégrale de z a 7 se calculera comme plus haut et 
pareillement celle de y 4 8; mais, dans le second cas, la fonction 


y¥=9(«) a substituer dans P ne sera pas la méme que dans le 
premier. 


2. On définira de méme l’intégrale curviligne 
[ Wax) ay, 
JC 


prise le long d’un arc C et dans laquelle la variable de sommation 
est y. Elle est la limite de la somme des éléments 


Q(a,A)("1 


A) a Q(a1,%1)(v%2—- M1) aims era Q(@n—1, Vn—1)(B I =49)s 


et les mémes considérations serviront a la ramener a une intégrale 
définie. 

On peut indiquer pour |’intégrale curviligne une méthode de 
calcul plus générale dont nous ferons fréquemment usage. 


Soient 
ea f(t), Y= (4), 


les coordonnées d’un point quelconque de la courbe exprimées en 
fonction d’un paramétre ¢. Ces deux fonctions seront supposées 
des fonctions continues de ¢; quand ¢ variera de ¢) 4 ¢, le point 
(x, y) décrira l’are de courbe C. Admettons en outre que les fone- 
tions f(t) et o(¢) aient des dérivées f/(t) et /(¢) et que ces 
dérivées soient des fonctions continues de ¢, sauf peut-étre en un 
nombre limité de valeurs de ¢, pour lesquelles //(¢) et 9(¢) pour- 
ront passer brusquement d’une valeur finie 4 une autre valeur 
finie. Dans ces conditions, si l’on se reporte 4 ce que nous avons 
vu relativement au changement de variable dans les intégrales 
définies (§ 11, Chap. 1), et aux discontinuités possibles (§ 7, 
Chap. 1) dans les fonctions que l’on intégre, il est clair que l’in- 


tégrale curviligne 
ue P dz, 
c 
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prise le long de la courbe C, s’exprimera, en prenant ¢ comme va- 
riable de sommation, par l’intégrale définie ordinaire 


ty f 
f PA dr oat. 
to 

En admettant comme possibles les discontinuités indiquées de 
J'(t) et 9/(t), nous pouvons avoir des courbes présentant des 
points anguleux ow la tangente change brusquement de direction; 
c’est pour avoir plus de généralité dans les courbes employées que 
nous avons fait cette hypothése. 

Les intégrales curvilignes les plus importantes et dont nous au- 
rons le plus souvent a nous occuper se présentent sous la forme de 
la somme des deux intégrales précédentes 


rhs P(x, vy) dx + Q(a, y) dy. 
€ 


Si l’on emploie comme précédemment le paramétre ¢, cette in- 
tégrale pourra s’écrire 


ie IPS 9) f*+ Q(f, 9) 9] dt. 


Sty 


II. — Condition pour que l’intégrale curviligne ff Pdzr+Qdy 
ne dépende que de ses limites. 


3. Nous allons nous proposer une question d’une grande impor- 
tance pour |’Analyse et pour la Physique mathématique. Je suppose 
que nous ayons dans le plan une région /imitée par un seul con- 
tour, et que, dans cette région, les fonctions P(x, vy) et Q(2,.v) 
soient continues ainsi que leurs dérivées partielles du premier 
ordre. Il est entendu que le point (x, v) ainsi que les courbes 
que nous aurons 4 tracer ne sortiront pas de la région enyisagée. 
Posons-nous le probléme suivant : 


Quelle condition devront remplir les fonctions P et Q pour, 
| Z 
que Vintégrale [ P dz + Qdy prise le long d’une courbe 
A 


quelconque tracée entre deux points arbitraires A et A' ne dé- 
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pende pas du chemin suivi, mais seulement des coordonnées de 
ces deux points. 


Pour trouver cette condition, nous allons avoir recours a une 
méthode d’une extréme généralité en Mathématiques et qu’on a 
appelée la méthode des variations. Ce ne serait pas le lieu de 
Vexposer ici en détail. Bornons-nous aux remarques suivantes 
dont nous aurons a faire usage. 

Soit y= f(x) l’équation d’un are de courbe joignant le point 
A de coordonnées (a, 6) au point A’ de coordonnées (a’, 6’). On 
peut considérer ]a courbe précédente comme faisant partie d’une 
famille de courbes dépendant d’un paramétre arbitraire « et pas- 
sant toutes par les points A et A’, lacourbe donnée correspondant 
i la valeur a de ce paramétre. Telle est, par exemple, la famille de 
courbes 


(1) Y =f(x) + (4— 40) (7 — a)(w@—a’)o(a, &), 


o(x,) étant une fonction continue quelconque de « et de a. Ceci 
posé, formons l’intégrale curviligne de A en A‘ sur une quelconque 
de ces courbes; cette intégrale sera, en général, une fonction de 
2, puisqu’elle variera avec la courbe. Si nous supposons, comme 
dans le probléme proposé, que l’intégrale ne dépende pas du che- 
min, celte fonction de « devra se réduire a une constante. 

Nous allons avoir, dans la suite, 4 prendre des différentielles par 
rapport a x et par rapport a «: les premiéres seront représentées 
par la lettre d, et les secondes par 6, La différentielle par rapport 
aa d’une fonction S(z, ~) est souvent appelée la variation de cette 
fonction. Il est clair que l’on aura d6S = 6d5S, puisque |’on peut 
interverur l’ordre de la différentiation, les deux variables x et a 
étant indépendantes; l’égalité précédente exprime simplement 
028 28 
Ox 0% dadx 


Revenons a Vintégrale 


Daf Pde +Qdy, 
a 


Videntté 


prise en faisant varier z de aen a’, y étant définie par l’équa- 
tion(1), et calculons sa différentielle par rapport a a, c’est-a-dire sa 
variation oI, Sous le signe d’intégration P, Q et dy sont des fone- 
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tions de a, puisque y est fonction de x et a. Appliquons la régle 
de la différentiation sous le signe somme : ce qui nous donne 


oI = is 8P dz + 6Q dy + Qédy. 


Or 


et, comme nous l’avons dit, 
Sdy=doby; 


nous pouvons donc écrire 


. a’ aP 00 ; a . 
a= f ‘ gee Fi dy) iy f Q doy. 


Intégrons par parties celte derniére intégrale; nous aurons 


Bi a Pat eee MN 0 5 
Jf atx =(Qayyn — f (Baws F ay) ty. 


Or dy est nul pour x =a et pour x= a’, puisque toutes les 
courbes de la famille (1) passent en A et en A’. Il reste done pour 


10 ». ‘ , 
ol, en remarquant que les termes en = disparaissent d’eux-mémes, 
q q I 
uy 
‘ “(oP 3Q' 
uf (——S)s 
a (S oo oy dx, 


et cette quantité doit étre nulle puisque I ne doit pas dépendre 
de a. 
Supposons que, dans |’équation (1),0 ne dépende que de x. On 
aura 
by = (x —a)(x— a’) 9(x) ba. 


Done la variation de 4] est, dans ce cas, donnée par la formule 


ie. fa f OF. 80 
aaa (5 — 52) e(a)ae. 


On intégre le long d'une courbe C de la famille (1); sur cette 


oP $ : : P 
courbe 7% 2Q doit étre nul identiquement: car, s’il en était au- 
yy 0x 
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trement, cette différence aurait sur la courbe tantét un signe, tan-_ 
tot un autre. Or o(#) est une fonction continue arbitraire qui 
pourrait étre prise de telle sorte que le produit 


(5 — ae) 


fit d’un signe invariable, et par conséquent ¢I ne serait pas nulle. 
Nous aurons donc identiquement 


pete Et: 
Oy Ox 


sur toute courbe joignant A 4A’, et par suite pour toute valeur de 
(259): 


4. Nous avons supposé, dans le calcul qui précéde, que la courbe 
était donnée par une équation de la forme y = ¢(2). Il est utile 
de calculer la variation de lintégrale en supposant que z ety soient 
des fonctions de ¢, f(¢) et 9(¢), définissant une courbe passant en 
A eten A’, de telle sorte que, pour ¢ = fo, on alt z=a, y=b 
el que, pourt=.4;/ On abe == aye. 

Prenons, en suivant laméme idée que plus haut, une famille de 
courbes 

x= f(t) + (%— %)(t— t)(t— to) H(t, 2), 
Y= 9(t) + (a—a)(t¢— ty) CE — to) x (7%, &). 


L’intégrale 
ty 
l= if P dx+Qdy 
J} 


aura pour variation 


ty 
aI =f sP dx +0Qdy+Pidxr+Qidy; 
t 


or ici 
Sy Sor aP oP 0Q 
Bees oe Ne ef pi SAN 
gigi idee F: oy, Saleem iE dal oy. 


On intégre par parties, comme précédemment, les deux der- 
niers termes, ce qui donne 


ty 
te Pode = Pair =— | pine 


to 
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et une intégrale de méme forme pour le dernier terme. II vient 
donc finalement, en remplagant dP par 


oP oP 


a op 
t 
x S OOLe eae a exe era) 
a= f (Se - j) rae te a 


a Re me } HP UO 
On retrouve ainsi la condition nécessaire, Sar oye pour que 


cette intégrale ne dépende pas de «. 


5. Nousallons établir maintenant que cette condition est suffi- 
sante. Supposons que nous ayons deux courbes passant en A eten 
A’, et soit la premiére donnée par 

a= f(t); y= 9(%), 


et la seconde par 
i= Fite) Y=n(4), 


les points extrémes correspondant, pour l’une et l'autre, a t= ¢, 
ae 

Jenvisage la famille de courbes, avec un paramétre ~, définie 
par les équations 


,,, b— Ay L— oy 
rs t — -{- t 
_ | FA Rares Si( ea 
{ y= 9(t) 2—* + a (¢) 2=* 
= —— + 9 
y ay— & : a — Oy” 


a, et 4 sont deux constantes : pour «=, on aura la premiére 
courbe, et # = a, donnera la seconde. Or, en se reportant a l’ex- 
pression de GI, on yoit que cette yariation est nulle puisque 
ap _ 0 
07 oy 
pour la premicre et la seconde courbe : c'est ce que nous you- 
lions établir. 

Une remarque est nécessaire. Les courbes représentées par l’équa- 
tion (2), quand on fera varier « de 4, 4 4, se déformeront d’une 
maniére continue en passant de la courbe (/, 9) ala courbe (f,, 91); 
elles balayeront donc tout l’espace compris entre ces deux courbes. 
Il faut done que dans cet espace les deux fonctions P(a, y) et 
Q(2, y) soient continues ainsi que leurs dérivées du premier ordre ; 


- Done I ne dépendant pas de 4 aura la méme valeur 
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c’est bien ce qui arrivera d’aprés nos hypotheses, car, l’aire consi- 
dérée étant limitée par un seul contour, deux courbes, comprises 
dans cette aire et ayant les mémes extrémilés, pourront se ramener 


l'une a l’autre sans sortir de cette aire. 


6. Nous pouvons donner une autre forme aux résultats précé- 
dents ; mais auparavant donnons une nouvelle définition. On entend 
par intégrale le long d’un contour fermé une intégrale curvi- 
ligne ot le point d’arrivée coincide avec le point de départ. Si la 
fonction a intégrer n’est susceptible que d’une seule valeur en tous 
les points du contour d’intégration considéré, cette intégrale aura 
évidemment la méme valeur quel que soit le point origine. De plus 
cette intégration peut étre effectuée dans un sens ou dans l’autre; 
nous le préciserons de la maniére: suivante en nous placant au 
point de vue plus général d’une aire A limitée par une ou plu- 
sieurs courbes fermées C, C’, C”’. Ce sera, dans le cas de la fig. 4, 
aire intérieure 4 C et extérieure aux courbes C’ et C’. Tracons 


Fig. 4. 


y I 


autour d’un point P de cette aire un élément de surface limité par 
le contour y. Le sens positif sur ce contour sera tel qu’un mobile 
en le décrivant se meuve dans le sens de Ox vers Oy par rapport 
au point P. Supposons maintenant que le point P soit voisin d’une 
poruon quelconque du contour C, C’, C” et qu'une partie du péri- 
métre Y appartienne a ce contour, un sens déterminé se trouvera 
alors fixé sur celui-ci, et nous le désignerons encore sous le nom 
de sens positif. 
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Cela posé, on peut énoncer le théoréme suivant : 


Lintégrale [ P dx +-Q dy, effectuée le long de tout contour 


fermé limitant une aire en chaque point de laquelle les fonc- 


: : . : OF 00 
tions P et Q sont continues et satisfont a la relation ag ? 


est nulle. 
Ladémonstration de ce théoréme estimmédiate : ilsuffitde prendre 
deux points A et B sur le contour (fig. 5); VPintégrale le long de 


ACE “le RT Lp 
Vare ACB sera égale a l’intégrale prise le long de are AC’B 


Pdv+Qdy =f Pde+Qady. 
ACB ACB 


Donec on aura 
fe dz +Qdy =o, 


en prenant l’intégrale le long de AC BC’A, puisque une intégrale 
Fig. 5. 


(c’) B 


ry (C) 


curviligne change de signe quand on parcourt en sens inverse I’are 
d’intégration. 


7. ll a été supposé, dans ce qui précéde, que l’aire ou restait 
le point (z, y) et ot les fonctions P et Q étaient continues, 
ainsi que leurs dérivées du premier ordre, était limitée par un 
seul contour. D’intéressantes conséquences résultent encore du 
théoréme établi, dans le cas ot l’aire est limitée par un nombre 
quelconque de contours. D’abord il est manifeste que l’intégrale 
prise le long d’un contour fermé sera certainement nulle quand ce 
contour pourra étre ramené a un point par une déformation con- 
tinue sans traverser le contour de l’aire. Si maintenant nous consi- 
dérons une courbe fermée quelconque tracée dans le contour (fig. 6), 
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par exemple la courbe T dans l’aire A limitée par les courbes C, 
C’ et C’, en général Vintégrale prise le long deT ne sera pas nulle; 
mais envisageons ane seconde courbe I’ qui puisse se ramener a 
TP par une déformation continue sans traverser aucune des courbes 


Fig. 6. 


C; les intégrales prises le long de T et de Y' dans le méme sens, 
le sens positif par exemple, seront égales, si on a dans laire A, 
comme nous le supposons, la relation 
oP aQ 
(3) =< 
yy Ox 
et si les fonctions P et Q, ainsi que leurs dérivées du premier ordre, 
sont continues. Cela résulte de ce que la variation de l’intégrale est 
nulle quand on passe de I’ aT par une déformation continue. 
Dans certains cas la déformation pourra étre faite de telle sorte 
que le nouveau contour se compose de deux ou plusieurs parties 


distinctes. Ainsi (fig. 7) Vintégrale prise le long d’un contour T 


enyeloppant les deux courbes limites C’ et C” sera égale 4 la somme 

des intégrales curvilignes prises le long des contours I’ et I’ qui 
8 ee 8 

enveloppent respectivement C! et C’. 
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On peut en effet déformer I de maniére a le réduire au contour 
l’ mn” nm; il faut ici considérer mn comme une ligne ayant deux 
bords. Les intégrales prises le long de mn et de nm se détruisent 
évidemment. 


III. — De V’intégrale curviligne considérée comme fonction 
de sa limite supérieure. 


8. Pour fixer les idées, prenons un contour simple a Vintérieur 
duquel les fonctions P et Q et leurs dérivées partielles sont conti- 
nues et satisfont a la condition (3). 


(x, y) 
di Pdz+Qdy, 


(a, b) 


L’intégrale 


prise d’un point (a, &) a un point yariable (xv, v), ne dépendant 
pas du chemin suivi, peut étre regardée comme une fonction u de 
az et y. Cherchons ses dérivées par rapport az et y. Laissant 
Wabord y constant, nous faisons varier 2 de Ax, et nous aurons 


ainsi 
(x-+Az, y) 
ule +n, y)— ula; y)= f Pdzx+Qdy; 
(x, 9) 

car on peut supposer qu’on va du point (a, b) au point (@ + Az, v) 
en suivant d’abord le méme chemin que pour aller en (2, vy); 
Puis, pour aller du point (2, y) au point (2 + Ar, v), on peut 
suivre le chemin rectiligne : alors lintégrale se réduit a 


x+Ax 
{ Pia, y)de=Agv.P(2-+-0Ax, 7), Wor Dies T)t 


vr 


Nous aurons donc ‘. 


i ae Oe Se eee 


Ax 
d’ot se conclut 


ou 
Ox = P(z, 7), 


et par un raisonnement analogue 


Ainsi la fonction u(2, y) a pour dérivées partielles P et Q. 
PP. = i. 6 
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Il est d’ailleurs évident que si l’on a une fonction u(z, y) ayant 
des dérivées partielles P et Q, on aura 


oP aQ 
dy On” 
ce qui résulte des identités 
ru 0Q Ou oP 


ox dy Ox’ dy 0x Oy” 


9. Etant données deux fonctions P(a, yv) et Q(x, y) satisfai- 
sant a la relation précédente, on peut, d’une maniére plus élémen- 
taire, rechercher la fonction u(z, vy) ayant ces deux fonctions pour 
dérivées partielles du premier ordre. De la relation 


Ou 
Ip es 


on déduit, en intégrant par rapport a @ et considérant y comme 
un paramétre arbitraire, 


u =f P@, y)de +o(y); 
o(y) étant une fonction arbitraire dey. 
Peut-on choisir 9(y) de maniére que e = Q? On doit avoir 
Q(x, 7) “(5 de + 9'(y), 


OQ 


oP Sens 
ou, en remplacant i par ~ et intégrant, 


Q(z, x) = Q(x, x) — Q(wo, Y) + 9'(7); 
done 


ay 
2(y) = Q(x, x) ay; 
Yo 


et il vient finalement 


— y 
umf Piz, y)daz ah Q(x, ¥) dy. 
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Remarquons que l’intégrale curyiligne 


(x,y) 

[ Pdr+Qdy 

“(Xs Yo) 
pouyait nous conduire 4 la méme forme de uw. Prenons en effet, 
pour contour d’intégration, les deux portions de droite obtenues 
en menant respectivement par (29, Vo) et par (x, v) des paralléles 
a Oy et Ox: l’intégrale sur la paralléle 4 Oy se réduira a 


y 
if Q(x%, x) ay, 


et V’intégrale sur la paralléle 4 Ox a 


[ Pc, y) dx. 


ox 


La somme de ces deux intégrales fournit bien la valeur trouvée 
plus haut pour w. 


IV. — Exemples d’intégrales effectuées le long d’un contour fermé. 
Racines communes a deux équations. 


10. Nous avons dit que l’intégrale effectuée le long d’un contour 
fermé n’était pas nécessairement nulle; prenons par exemple l’in- 
tégrale 
I ady —ydzx 


27 r+ y? 

La condition d’intégrabilité est satisfaite. Cherchons la valeur 
de l’intégrale prise le long d’un cercle ayant Vorigine pour centre, 
et dans le sens positif par exemple. 

Nous aurons, R désignant le rayon du cercle et § l’angle po- 
laire, 

*=Reos), y=Rsin0; 


el par suite 
a dy —y dz = R* do. 


L’intégrale se réduira donc a 
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L’intégrale prise le long de ce cercle, et plus généralement le 
long de toute courbe fermée tournant une fois autour de l’origine, 
sera égale a un. 


11. L’intégrale précédente pouvait s’écrire 


- x 
— | darctang—; 
27 xv 


prenons maintenant l’intégrale 


27 


1 F, 
|= — a(are tang Fp) 


F, et F, étant des polyndmes en x et y, ou méme plus générale- 
ment des fonctions de x et y développables, dans le voisinage de 
toute valeur (29, 7») de x ety, en série ordonnée suivant les puis- 
sances croissantes de 2 — x, et y — yp. Cette intégrale peut s’é- 


crire 
I F, aks — F, dF, 
he ee 
27 i BZ 


ou encore 


en désignant par P et Q les expressions 


49 aor 9 4 
poke po p oF: p, oF 
pas Ox Ox Gs oy oy 
FPS” , ~< Fi+ky 
qui satisfont évidemment a oS = Le 
oy Ox 


Considérons maintenant un contour fermé quelconque C, pour 
aucun point duquel les deux fonctions F, et F; ne s’annulent si- 
multanément. L’intégrale (4), prise le long de ce contour dans le 
sens posilif, a une signification remarquable que nous nous pro- 
posons d’obtenir. Tout d’abord s’il n’y a, a V’intérieur du con- 
tour, aucune racine commune aux deux équations 


Fi (2, y) pee hy 
Fy (2, y)= 0, 
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Vintégrale sera nulle d’aprés le théoréme fondamental (§ 6). Mais 
supposons qu’il y ait une ou plusieurs racines communes 4a ces 
deux équations : autour de chacune de ces racines nous pouyons 
décrire un contour et l’intégrale prise le long du contour initial 
sera égale 4 la somme des intégrales prises le long de chacun de 
ces contours. 

Cherchons la valeur de l'une quelconque d’entre elles, qu’un dé- 
placement d’axes permet de placer 4 l’origine. 

Nous aurons dans le voisinage de x = 0, y = 0 


Fi(z@,y)=ayr+hy+..., 


Fo(z7, y)=a,xr+b2y+..., 


les termes non écrits étant de degré supérieur au premier : nous 
nous bornons essentiellement au cas ott a, by — a,b, n’est pas 
nul, c’est-a-dire 4 celui ot le point (2 0, 7 = 0) est un point 
simple de rencontre pour les courbes F, = 0, F,= 0. 

Je dis que l’intégrale ne changera pas de valeur si nous rédui- 
sons F, et F, a ses termes du premier degré. En effet concevons . 
quwon intégre le long d’un cercle de rayon 9 ayant lorigine pour 
centre, nous aurons dans l’intégrale I un terme indépendant de 9, 
et une partie deyenant infiniment petite avec p. Le terme indépen- 
dant de ¢ n’est autre que lintégrale I, ot F, et F, sont remplacées 
par 

arr+hy et a,r+byy; 


la seconde partie doit disparaitre, puisque l’intégrale ne dépend 
pas de p, et nous avons 


2 up x dy —y dx 
an) (apr t+ byy P+ (a,x + bay)’ 


en posant 
D = a; b,— ay by. 


Pour effectuer rapidement le calcul de cette intégrale, prenons 
comme nouveau contour d’intégration l'ellipse représentée par l’é- 
quation 

(qr+ by)?+ (aqar+hy)=t, 


supposée parcourue dans le sens positif. 
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L’intégrale se réduit alors a 


I= — Pama . 
fe dy —y dx 
Mais si nous nous servons des coordonnées polaires p et 4, de 
telle sorte que 
z=pcosi, y=psing, 
on aura 
ady —ydzr=p do; 


27 
of pao. 


“0 


donc 


c= 


La signification géométrique de l’intégrale essentiellement po- 
sitive, qui figure dans le second membre, est facile 4 trouver; c’est 
le double de aire de notre ellipse. Or celle-ci a pour aire, comme 
on le trouve aisément, 


TT 


| D| 


? 


en désignant par | D| la valeur absolue de D. Nous ayons done 


D 


i=, 
|D] 


et par suite |= 1, suivant que D est positif ou négatif. 


Quant a D ce n’est autre chose que la valeur du déterminant 
fonctionnel 


oF, oF, 
Ox oy 
oF, oF, |’ 
On Oy 


quand on substitue a x et y les coordonnées du point racine con- 
sidéré. Chaque racine pour laquelle ce déterminant est positif 
donne done +1 dans l’intégrale et — 1 si ce déterminant est né- 
gatif. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suiyant : 
Lintégrale 
1 (¥,dF,—F,.dF, 


20 F?+F2 |° 


prise le long d'un contour fermé dans le sens positif, est égale 
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a l’ exces du nombre des racines du systeme d’ équations 


F,(2, y) =9, F(z, v)=0, 


F ; : OF, OF 2 OF, oF 
pour lesquelles le déterminant fonctionnel —* —* — > 57 est 


positif, sur le nombre des racines pour lesquelles ce détermi- 
nantest négatif. 


On voit importance du signe du déterminant fonctionnel : on 
ne connait pas, du moins en général, de formule donnant pour les 
deux équations précédentes le nombre des racines contenues dans 
un contour; mais si, quels que soient z et y, le déterminant fonc- 
tionnel a un signe invariable, l’énoncé précédent permettra de 
trouver le nom bre des racines. Prenons, en particulier, un poly- 
nome f(z) a coefficients quelconques; si on pose 5 = x + ly, on 


aura 
J(4) = F, (2, J) =a UF, (2, hay 


F, et F, étant deux polynémes en x et y. Or en différentiant, par 
rapport a x et ay, lidentité précédente, on trouve 


; Pe ORG .0F 5 
f(e+ity)= erage 
sy ie. CFs OF, 
De Ios Te Gyr? 

et par suite 
OF, _ OF, OF, = OF, 
ae ee a 


Le déterminant fonctionnel de F, et F, se réduit a 


OF, 2 F OF, 2 
real Haas Soo 


et est positif; par suite l’intégrale I donnera le nombre des racines 


contenues dans un contour fermé. Nous retombons ainsi sur un 
important théoréme dd a Cauchy, que nous aurons a étudier 
dune maniére plus compléte dans la théorie des fonctions. 
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CHAPITRE IY. 


DES INTEGRALES DOUBLES. 


I. — Définition des intégrales doubles. 


1. Nous allons donner a la notion d’intégrale une nouvelle ex- 
lension qui, en partant toujours de la méme idée fondamentale, 
nous conduira a la notion de Vintégrale double. Soit f(x, 7) 
une fonction de deux variables x et 7; faisons varier x entre 29 
et X, et y entre 7) et Y. On supposera que f(x,y) reste continue 
pour toutes ces valeurs de x et vy. Pour passer d'une sommation 
simple 4 une sommation double, il est naturel de partager les 
intervalles (vo, X) et (7, Y) comme nous lavons déja fait; on 
aura ainsi les suites 


. , 
LQ, L4, Wa; eeey Dies 


Jo» M1 J2) sey ae © 
et on considérera la somme double 


i=n—1 k=p—1 


(1) = “ » SI (iy Wk) (Viva — Li) (e411 — Yk); 


i=0 k=0 


en l’étendant a toutes les valeurs de i et de & respectivement de 
oan—t1etdeoa p—t. Nous allons démontrer que, x) et X 
ainsi que 7» et Y restant fixes, sé tous les intervalles xi, — 2x; 
Cl Vi41— Yr tendent vers séro suivant une loi quelconque a 
mesure que leur nombre augmente indéfiniment, Vexpression 
précédente a une limite déterminée. 

Une représentation géométrique facilitera le langage (fig. 8) : 
prenant deux axes de coordonnées rectangulaires, nous menons les 
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droites x = 2), x = X et y=, vy = Y qui forment un rectangle 
MNPQ (on suppose 2)< X et ¥7»< Y). Ce rectangle sera divisé 


par les droites correspondant aux subdivisions 7,, %2, --+, Ln_4, 


Fig. 8. 
ae 
Y Q :3 SSS oP 
Mn+) si — 
Ye fi a 5 7 
Yo M 4N 


0 Lo Dj Li+y Xx u 


et ¥1, V2, +++, Yp-1 en un réseau de rectangles plus petits. Soit 
le point « de coordonnées (2;, yx); j’appellerai rectangle cor- 
respondant a ce point, le rectangle ayant ce sommet et ayant pour 
cétés £j,, — 7; el ¥x41 — yx. Pour former la somme S, on envi- 
sage donc tous les points (2;, vx), on prend la valeur de la fonction 
en ce point, on la multiplie par l’aire du rectangle correspondant, 
et on fait la sommation. 


2. Pour démontrer le théoréme annoncé, nous devons établir 
un lemme analogue 4 celui qui nous a servi dans la théorie de l’in- 
tégrale simple. Rappelons d’abord la définition de la continuité 
d'une fonction f(x, 7) de deux variables. Une telle fonction est 
continue dans le yoisinage d’un point (a,b), si, étant donné un 
nombre positif ¢ aussi petit qu’on veut, on peut déterminer une 
quantité positive 6, telle qu’on ait j 


[Mex )—f (ey) | <e 


pour tout point (2’, y’) dont les coordonnées satisfont aux inéga- 


lités 
jav—ar7j <6, [y'—y| <6. 


Ceci posé, dans Il’hypothése ot la fonction f(x, y) est continue 
dans le rectangle indiqué, on pourra énoncer le lemme suivant : 
Etant donné un nombre ¢« aussi petit qu’on voudra, on peut 
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trouver une quantité 6 telle qua Vintérieur de tout rectangle, 
de cétés paralléles aux axes, compris dans le rectangle MNPQ 
et ayant ses cétés moindres que 6, Uoscillation de la fonction 
(x,y) soit moindre ques. 

Nous entendons encore par oscillation de la fonction dans une 
aire la différence entre le maximum et le minimum de la fonction 
dans cette aire. Ce lemme est une conséquence immédiate de la 
continuilé de la fonction f(a, y) 4 Vintérieur du rectangle; on le 
démontrera en raisonnant comme au § 2, Chap. I. Partageons 
MN et MQ en un certain nombre de parties égales, puis de la 
méme maniére chacune de ces parties et ainsi de suite. On décom- 
posera ainsi le rectangle MNPQ en un réseau de rectangles égaux 
de plus en plus petits; il arrivera un moment ot l’oscillation de la 


mo) 


fonction dans chacun de ces rectangles sera inférieure a ~- Si, en 


N 


effet, il en était autrement, on aurait nécessairement un premier 
’ . . . as , © . 
rectangle dans lequel l’oscillation serait supérieure a 5? Puls dans 


celui-ci un second, et ainsi de suite. Ces rectangles sont compris 
les uns dans les autres et leurs dimensions tendent vers zéro; ils 
ont donc nécessairement un point pour limite. A l’intérieur d’un 
rectangle de dimensions aussi petites qu’on voudra autour de ce 


: eae ; , . : Fo . 6 A 
point limite, Poscillation de la fonction serait supérieure a -, ce qui 
2 


est en contradiction avec ’hypothése de la continuité de la fone- 
tion. Raisonnant alors comme dans le cas d’une fonction d’une 
variable, on voit qu'il suffit de prendre pour 6 la plus petite des 
dimensions des rectangles, quand oscillation dans tous ces rec- 


5 wis mers 
tangles est devenue inférieure a es 


3. Nous pouvons aborder la démonstration de l’existence de la 
limite. Prenons d’abord une loi particuliére de subdivision, pour 
laquelle on passera d’un mode de subdivision au suivant en con- 
servant toujours les lignes de subdivision précédentes. Dans ces 
conditions, désignons par M;., le maximum de la fonction f dans 
le rectangle correspondant au point (2;, vx), et formons la somme 


(2) Np My k(@i41 — %i) (R41 — Yk) 
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Cette somme aura certainement une limite quand les rectangles 
tendront vers zéro en suivant la loi indiquée. En effet, elle ne peut 
que diminuer quand on passe d’un mode de subdivision au sui- 
vant, et, d’autre part, elle reste supérieure a 


m(X — 2@)(Y — yo), 


en désignant par m le minimum de f(z, 7) dans le rectangle 
MNPQ. Soit done » la limite de l’expression (2). Revenons 4 la 
somme S$ : elle aura dans les mémes conditions la méme limite. En 
effet, on peut prendre un mode de subdivision assez loin dans la 
suile, pour que, dans tout rectangle (7, &), on ait 


I Mix — Swine) | <e: 


il suffira que les cdtés de tous les rectangles soient inférieurs a 6 
(d’aprés le lemme). Les sommes (1) et (2) différeront alors de 
moins de 


ed (ei ai) (¥er1— Ye) ou e(X — a») (Y 0); 


et, comme ¢ est aussi peut que l’on veut, il en résulte que S a p 
pour limite. 


4. Il nous faut maintenant démontrer qu'il y aura toujours une 
limite égale 4 p, quelle que soit la loi de subdivision adoptée. 
Nous allons comparer, a cet effet, lasomme S correspondant a un 
mode de subdivision (z, 7) pris dans la loi précédemment étu- 
diée, avec lasomme S’ correspondant 4 un mode quelconque de 
subdivision que nous désignerons par (z, 2). Nous donnant a 
Vayance un nombre ¢ aussi peut qu’on voudra, prenons un mode 
de subdivision (2, y) assez loin dans la série pour que chacun 
des intervalles x;.;— xj et V444— vx SOIL Moindre que 6; suppo- 
sons d’autre part les intervalles (sz, ¢) assez petits pour qu’entre 
deux z et entre deux y consécutifs il y ait au moins un ¢ et un ¢. 
Au rectangle (¢, 4) correspond dans la somme S le terme 


S (is Xk) C41 — Li) (Ye+1— Lk): 


Ecrivons, d’autre part, la somme S! en décomposant chaque 
rectangle (s, ¢) empiétant sur plusieurs rectangles (x, 7), en une 
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somme de rectangles contenus chacun tout entier dans un seul 
de ces rectangles. Nous pouvons alors comparer la part de la 
somme S! provenant du rectangle (z, /), a la part de la somme 5S 
provenant du méme rectangle. Comme la valeur de la fonction f 
a associer 4 chacun des rectangles partiels formant le rectangle 
(1, k) est la valeur de cette fonction pour un point situé dans un 
rectangle (x, y) limitrophe du point (7, &), il s’ensuit que cette 
valeur différera de f(x;, vx) de moins de ¢; par suite, la différence 
des deux parts considérées de S et S! sera moindre que ¢ multi- 
pliée par la somme des aires des rectangles partiels, c’est-a-dire 


&(@i41— ®i)( Yeti — Lk): 
Nous en concluons que 


(S'S) Sew, )(¥ 


Yo): 

Or Sap pour limite; il résulte de linégalité précédente que S! 
aura laméme limite, comme nous youlions l’établir, On représente 
cette limite par le symbole 


J [flava dy: 


il rappelle que cette limite est lasomme des éléments f(x,y) dxdy, 
ott les deux aceroissements dx et dy sont positifs, et on dit que 
cette intégrale double est étendue a l’aire du rectangle MNPQ. 


5. Le calcul de cette intégrale peut étre fait en effectuant suc- 
cessivement la recherche de deux intégrales définies. En effet, 
écrivons la somme 


SD Sf (ee ve) (wir — 21) Yes 4) 


sous la forme 


> [res > Sz; Vk) Vins — ni) | ; 


k 


et faisons tendre tous les intervalles (aj;,, — 2) vers zéro en lais- 
sant d’abord les y constants. La somme dans la parenthése 


deviendra 
fi 


ie f(x, %) dx, 


a) 
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et, en substituant et faisant tendre les intervalles (444 —_«) vers 
zéro, nous aurons enfin 


Y % 
[ dy [ Tita y de. 
—se8 vo 


xX 
En effectuant la premiére intégration iA I(x, y) dx, on regarde 
e Xg 
y comme un simple paramétre : le résultat est une fonction de y, 
qui, multipliée par dy, est intégrée entre yo et Y. On aurait pu faire 
les intégrations dans l’ordre inverse, et le résultat ett été 


x ny 
[reef Kona 


Yo 


qui doit avoir la méme valeur, puisque la loi suivant laquelle les 
intervalles tendent vers zéro est indifférente. On n’oubliera pas que 
les quatre lettres 7), X, Vv», Y représentent ici des constantes. 

0> +) Yo; p 


6. Telle est la premiére généralisation de l’intégrale définie qui 
s’offrait immédiatement; la forme géométrique que l’on donne a 
cette notion, en parlant d’intégrale double étendue a l’aire dun 


Fig. 9. 


rectangle, inspire une généralisation plus étendue. Prenons en 
effet, au lieu de l’aire d’un rectangle, une aire plane quelconque 
limitée par une courbe C (/ig. g), et tragons dans le plan une suc- 
cession de paralléles 4 Ox et 4 Oy. Nous rangeons encore, par 
ordre croissant de grandeurs, la succession des abscisses des pa- 
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ralléles 4 Oy, et des ordonnées des paralléles 4 Oz. Nous aurons 
ainsi un réseau de rectangles : le rectangle (7, k) sera, comme 
plus haut, celui qui correspond au point (2; yx) et qui aura pour 
cétés 2i44— 2; et ¥x414—yr- Formons la somme 


(3) Se Vk) Lisi — Li) ( Ve+1— Kk); 


en l’étendant a tous les points (z;, yx) contenus a l’intérieur ou 
sur le périmétre de laire. Certains de ces rectangles, tels quemnpq, 
pourront sortir en partie de Vaire limitée par C; ces rectangles 
irréguliers figureront néanmoins dans notre somme. Nous allons 
montrer que la somme précédente tend vers une limite quand tous 
les rectangles tendent vers zéro suivant une loi quelconque. 

Prenons encore, pour commencer, une loi particuliére de sub- 
division, pour laquelle on passera d’un mode de subdivision au 
suivant en conservant toujours les lignes de subdivision précé- 
dentes. Nous désignons par M; , le maximum de la fonction f/ dans 
le rectangle (7, &), et nous envisageons la somme 


(4) SD Mie(wisr— 21) (Vert I): 


On voit immédiatement, comme plus haut, que cette somme a 
une limite quand les rectangles tendent yers zéro suivant la loi 
indiquée. Elle ne peut en effet que diminuer quand on passe d’un 
mode de subdivision au suivant, et méme pour les rectangles irré- 
guliers la diminution de la somme pourra provenir de ce que l’aire 
a envisager se trouve réduite. D’autre part toutes ces sommes sont 


o>» (Vi41— ®i)( ¥k+1— Yk); 


en désignant par m le minimum de f(x, y) dans l’intérieur d’une 
courbe fixe extérieure 4 C et s’en rapprochant d’ailleurs autant 


supérieures a 


qu’on veut. Or, si m est positif, la somme (4) sera positive. D’autre 
part, si m est négatif, cette somme sera supérieure 4 mR, en dési- 
gnant par R laire d’un rectangle quelconque comprenant a son in- 
térieur la surface entiére limitée par C. Dans I’un et l'autre cas, la 
somme (4) décroissant toujours et supérieure a une quantité fixe 
aura bien une limite ». Il en sera de méme de la somme (3), 
comme le montre le raisonnement fait a la fin du § 3. 
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7. Nous achéverons cette étude en montrant qu'il y aura tou- 
jours une limite égale 4 p, quelle que soit la loi de subdivision 
adoptée. Une petite difficulté se présente seulement pour les rec- 
tangles irréguliers que nous n’avions pas A considérer au § 4. 
Raisonnant de la méme maniére et employant les mémes notations, 
nous youlons trouver une limite supérieure de | S'—S| . Or, 
les rectangles réguliers donnent pour cette différence une part 


égale au plus a 
> py (Vi+1— Li) (Ye+1—Yk)s 


lasommation ne comprenant ici que les rectangles réguliers. Cette 
expression est moindre évidemment que ¢R (§ 6). Désignons par 
M le maximum de /; les rectangles irréguliers donnent dans S et 
dans S’ une part inférieure au produit de M par la somme des 
aires des rectangles irréguliers : désignons cette derniére par s, 
nous aurons 

| S'—S {| <eR+2Ms. 


Si done nous démontrons que la somme s des aires des rec- 
tangles irréguliers tend vers zéro quand tous les rectangles ten- 
dent vers zéro, notre démonstration sera achevée, puisque 
Pinégalité précédente nous montre que S’— S aura zéro pour li- 
mite. 

Pour établir que s tend vers zéro, considérons deux paralléles 


0 c 


consécutives 4 l’axe des y, et soit ab un des ares qu’elles décou- 
pent sur la courbe C (fig. 10). Plusieurs rectangles irréguliers 
pourront étre traversés par l’arc ab: il y en aura ¢rois dans le cas 
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de la figure. La somme des aires de ces rectangles sera égale a leur 
hauteur commune h, distance des deux paralléles, multipliée par 
la somme mn de leurs bases. Nous supposons d’ailleurs les cdtés 
de tous les rectangles moindres que 6; done mn sera moindre 


que 26 augmenté de ja projection de la corde ab sur Oy, et cela 
quel que soit le nombre des rectangles. Nous pouvons alors dire 
que la somme des rectangles enyisagés est moindre que 


el, par suite, 


ou, puisque h <4, 
s<2d Nh a 3 ab. 


~~ a. a: a : 5 
Or Wh est finie; car, en désignant par 4 le nombre de fois maxi- 
sd 
mum qu'une paralléle a l’axe Oy rencontre la courbe C, et par / 
la distance des paralléles extrémes 4 Oy rencontrant la méme 


di< bx. 


D’autre part, la somme des cordes ab est finie; en effet, la somme 
de leurs projections sur O.v est moindre que /A, et la somme de 


courbe, on a 


leurs projections sur Oy est moindre que /')’, en désignant par 2X 
le nombre de fois maximum qu’une paralléle 4 Oz rencontre la 
courbe CG, et par /’ la distance des paralléles extrémes 4 Oz ren- 
contrant cette courbe. Il en résulte 


Sab <i 0N’ 


s, étant le produit de ¢ par un facteur qui reste fini, tend done 
vers zéro quand tous les rectangles tendent vers zéro. 

On pourra établir d’une maniére plus rapide que s tend vers 
zéro si l’on suppose que l’on puisse construire deux lignes poly- 
gonales fermées, l’une intérieure, l’autre extérieure a la courbe, et 
telles que aire comprise entre ces deux lignes soit inférieure 4 un 
nombre ¢ donné a l’avance aussi petit que l’on youdra. Tous les 


rectangles formant s, si les subdivisions sont poussées suffisamment 
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loin, étant compris dans cette aire, la somme s tendra vers zéro. 
Comme on s’en rend compte aisément, on pourra obtenir des lignes 
polygonales remplissant les conditions énoncées plus haut dans le 
cas oti le contour est rencontré par toute droite en un nombre li- 
mité de points; cette derniére condition n’est d’ailleurs pas né- 
cessaire. 

L’existence de lasomme (3) est donc complétement démontrée. 


Jajoute qu’au lieu de la somme (3) on peut considérer d’une 
maniére plus générale la somme 


> C Vk ) (aia ae Gwe 1 — Vk); 


ou x, et y, sont les coordonnées d’un point queleconque situé 
dans le rectangle (7, &); la limite estla méme. En effet, f(x;, 7.) 
différe de f(2;,.v,) de moins ¢, si les dimensions des rectangles 
sont moindres que 6; les deux sommes différant de moins de 


pe (241 — Zi) Vk+1 — Yk) 
auront la méme limite. 


Le calcul de cette intégrafe pourra s’effectuer comme il suit. 
Supposons, ce que l’on peut toujours faire par un partage d’une 


Fig. rr. 


£ 


aire en plusieurs autres, que la courbe C soit seulement rencon- 
trée en deux points par une paralléle 4 Oy (fig. 11). Effeetuant 
d@abord la sommation en laissant 2 constant, nous avons, pour 
chaque accroissement dz, 


J's 
de { fiay)dy, 


' YN 
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en désignant par 9% et 72 (971 > y2) les ordonnées des points de 
rencontre ayee C d'une paralléle 4 Ov d’abscisse 2. Sommant en- 


suile par rapport a #, nous aurons 


[ae [rex dy, 


eit “ys 


a et A étant deux constantes qui représentent les abscisses des pa- 
ralléles extrémes 4 Oy, rencontrant la courbe. On remarquera 
que les limites 7, et v2 de la premiére intégrale sont au contraire, 
en général, des fonctions de x. On aurait pu effectuer ces somma- 
tions dans un autre ordre, mais les limites eussent été tout autres, 
ce qui etit donné pour expression de Vintégrale 


B as 
if dy [ Faw yas, 
~b a 


a, et 2, désignant les abscisses des points de rencontre avec C 
d’une paralléle a Ox(x,;< x2), b et B désignant les ordonnées ex- 


trémes. 
Arrétons-nous sur le cas simple ott f(z, vy) =1; on a alors l’in- 


[fora 


tégrale double 


sa valeur sera donnée par 


nA ye A 
dx f y= if: (ve—"1) dx. 
a pa “8 


On reconnatt la l’expression de l’aire, donnée par une intégrale 
simple. [aire limitée par une courbe C peut donc étre considérée 
comme la limite de la somme des aires des rectangles élémen- 


laires dx dy. 


11. — Changement de variables dans les intégrales doubles. 


8. Soit a effectuer sur w et vy le changement de variables 


x= f (4%, 8), 
y= (4, B) 


—— ee 
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Nous supposons que cette transformation établisse une corres- 
partance uniforme entre les points d’une aire A située dans le 
plan (2, Xd et une aire A’ située dans le plan (a, 6); on entend 
par la qu’a un point de A correspond un seul point de A’, et inver- 
sement. Il est nécessaire pour cela que le déterminant fonctionnel 


of de of do 
Sah Tae de 


ne s’annule pas a l’intérieur de A’. Nous supposerons done que D 
garde un signe invariable sans s’annuler. 
Soit maintenant l'intégrale 


[{ F(2,y) dex dy, 


éteadue a l’aire A. Une question importante se présente : Par 
quelle intégrale étendue a aire A' pouvons-nous remplacer 
cette intégrale? 

Sans nous préoccuper des limites, l’intégrale double revient, 
comme nous l’avons dit, a la superposition de deux intégrales . 


simples 
[ay [P(x,y) de. 


Au lieu de x et 9°, prenons « et y comme variables. La premiére 
intégration 


suppose y constant. Si l’on prend « pour nouvelle variable au lieu 
de x, on sait que, pour avoir le nouvel élément de lintégrale, il 
suffit de remplacer dx par la différentielle de 2 en fonction de la 
nouvelle variable z. Or on a 


et 8 est lié par « par la relation 
y = 9(%, 8), 


oly est a considérer comme une constante. Nous aurons donc 


dz = of de -+- 4 dB, 
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avec 
o= of dat i. d3, 
ce qui donne 
a yan 
08 


L’intégrale double devient alors 


a 2 D iv F(z, v)D by 
ly da = a 06 dy. 
: 0B i 


Laissons maintenant « constant et prenons % comme variable 
indépendante au lieu dey; nous aurons 


et par suite notre intégrale se réduit a 


[fry 0) D dadB. 


sla ogre tout d’abord une difficulté qui résulte du dénomina- 

leur 5 introduit dans les calculs. Or ce dénominateur disparait 

dans le résultat final; il y a done lieu de penser que la difficulté 
; om R 09 

n’est qu’apparente. Il en est bien ainsi, car, —* et 4 ne pouvant 
> da ©" OB 

s'annuler ala fois, nous pouvons décomposer notre aire en aires 

te ot. lune au moins de ces dérivées sera différente de zéro. 


si Zt s’annule dans une de ces aires, on dirigera le calcul en intro- 
duisant d’abord 8 au lieu de «, ce qui aménera le dénominateur 
0 ; $4 8E r 
<, et la difficulté disparait. 


Les calculs précédents ont été faits sans se préoccuper des si- 
gues des différentielles. Or, dans une intégrale double telle que 


(5) af F(a, y)dzx dy, 


étendue a une certaine aire, dx et dy sont essentiellement posi- 
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tifs. Pour voir nettement comment on devra prendre lintégrale 
transformée, supposons F = 1; nous avons d’une part 


f fe dy, 
[fr da dp. 


On a donc remplacé l’élément dz dy par D dad&. Si V’on veut 
i vk 

que dz et d@ soient aussi a considérer comme positifs, il faudra 

mettre devant D dz d& le signe de D. 


et de l'autre 


Posons ¢ === 1, suivant que D, qui aun signe constant, est po- 
sitif ou négatif ; on substituera a dx dy l’élément ¢ D dad§, et dans 
ces conditions l’intégrale (5) étendue al aire A sera remplacée 


par Vintégrale 
JI F(f,9)¢D dz dg, 


étendue a lVaire A' dans le plan (2, 8). 


9. Le théoréme précédent nous permet d’élargir notre notion 
de Vintégrale double; jusqu’ici, pour lobtenir, nous avons partagé 
le plan en deux réseaux de droites perpendiculaires, et nous avons 
considéré les rectangles formés par deux droites du premier ré- 
seau et deux droites du second. Prenons d’une maniére plus géné- 
rale deux réseaux de courbes « et 6 (fig.12), tels que, par chaque 


Fig. 12. 


point a ’intérieur d’une courbe C, passent une courbe et une seule 
du premier réseau ainsi qu’une courbe et une seule du second. 
Désignons par w l’aire d’un quelconque des quadrilatéres curvi- 
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lignes, tels que mnpg, obtenus en Ltracgant un certain nombre de 
courbes de lun et l’autre réseau. Soit (x,y) un point a Vintérieur 
du quadrilatére.mnpq, et formons la somme 


i ‘el a 
Ss = Oe (27,7). 


Cette somme double aura encore une limite quand tous les qua- 
drilatéres curvilignes tendront vers zéro, leur nombre augmentant 
indéfiniment, et cette limite sera toujours laméme intégrale double. 


Pour le montrer, évaluons l’aire 


(6) J fee dy, 


comprise entre deux courbes « et deux courbes §. Désignons par 


v= f(4, 8), 
ug = (a, om) 


les équalions définissant les deux familles de courbes. Quand, « 
restant constant, on fait varier 6, on a ce que nous avons appelé 
une courbe a, et de méme les courbes 8 correspondent a une ya- 
leur fixe de a. Si nous substituons les variables 2 et B aux va- 


riables z et y, l’intégrale (6) devyiendra 


[fer da dB; 


done I’élément de surface w compris entre les courbes 4, «+ da 
et les courbes 8, 8+ dB est égal 4 eD dad, et la limite de la 
somme 5, n’est autre chose que 


[f@ y)eD da dB, 
Jf [P(e ») de dy, 


cette derniére intégrale étant étendue a l’aire limitée par C. 


c’est-a-dire 


10. Comme exemple de changement de variables, substituons 
aux coordonnées rectangulaires des coordonnées polaires. Les for- 
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on ules de substitution sont a 
w=pcosi, y=psind. 


~ Les courbes ¢ == const. sont des cercles et les courbes § — const. 
des droites issues de Vorigine. Calculons le nouvel élément 


: Dds d) qui devra remplacer dx dy. On aura ici D = p,¢=1, et 
par suite 


4 as LM ete 2 es 


Supposons qu’étant donnée une courbe C on ait a calculer 


a os 
Sh} 


aire d’un secteur compris entre le rayon fixe OAg, le rayon va- 
ble OA et la courbe. On étendra Vintégrale f fe do di a Vaire 


de ce secteur; l’aire cherchée sera donc 


6 p 8 5 
ffewa=f af pap = f & 0. 
P 0, y 9, s 


Appliquons, avec Poisson, la méme transformation al’ intégrale 


5M ewe dz dy = fee dod). 


endons d’abord cette intégrale au carré de centre O dont les 
tés sont paralléles 4 Ox et Oy et égaux a 2a. Nous aurons 
Vintégrale 


Von étend cette intégrale au cercle de rayon R ayant pour 
: Yorigine, elle sera égale, en se servant des coordonnées po- 


K 27 
e—?? 9 dQ = z(1— e—#*). 
[ #f p do = x(1—e-B*) 


Jr l’'aire du carré considéré est comprise entre l’aire du cercle 
rayon a et celui de rayon a\2; par suite, 


+a 2 
2 hla ed a ede) >n(1—e-*). 
wt a . ' 
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Si done nous faisons croitre a indéfiniment, il viendra 


oie — 
ip e-* da = \/n. 


—o 


III. — Applications. — Volumes et surfaces. 


11. Comme exemple de transformation d’intégrale double, et 
pour trouver en méme temps une formule importante, }’envisage 


Vintégrale 
or if A) ss 
rU} PP MME TS lida 


étendue a Vaire limitée par une courbe fermée C. Prenons d’abord 


la premiére intégrale 
oC OF. 
—— aan hire 
re i 


nous pouyons eflectuer une premicre intégration et l’écrire 


A 
a dz[P( 72, 7)—P( "1, #)] 


sl nous supposons, uniquement pour simplifier, qu’une paralléle 
i Paxe des y, répondant a labscisse x, rencontre la courbe seu- 
lement en deux points de coordonnées 7, et v2 (v1 < y2), et sia 
et A (a< A) désignent les abscisses extrémes des ordonnées 
rencontrant la courbe. Or, si nous considérons lintégrale curvi- 


ligne 
fr az, 
JC 


prise dans le sens positif, on aura 


A 
(pra =. [P( 75 2) — P( ys, @)] ae. 
Cc a 


Nous avons donc 
oP 
OF de dy = — vf P de. 
ip af ay tan ile 


Un calcul analogue montre que 


[fRear=fow: 


* 
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Wott la formule fondamentale que nous voulions obtenir 


ff (5, — eae dy =— [P de + Qay, 
JJ \oy ox Ov eee. 


Vintégrale curviligne étant prise dans le sens positif (§ 6, Ch. II). 

On peut tirer de cette formule la condition pour que ’intégrale 
curviligne, qui figure au second membre, soit nulle le long de 
tout contour fermé; Vintégrale double du premier membre doit, 
dans ce cas, étre nulle, quand on l’étend a une aire quelconque, 


ce qui entraine 
oP 0Q 
oy ox 


? 


. 


condition que nous avons obtenue précédemment. 

Faisons une application trés particuliére de la formule fonda- 
mentale, en faisant d’abord P= y, Q=o0, puis P=0, Q= 2; 
nous obtenons ainsi 


[ feaa— free, [ [ax ay = [2a 
. C Je J¢ 


el par suite 
[facy= ; [=a —y ae, 
. e 2 Cc 


ce qui nous donne laire limitée par la courbe C, au moyen d'une 
intégrale curyiligne étendue a cette courbe, et prise dans le sens 
posiuf. Ainsi, par exemple, si la courbe C se réduit au périmétre 
dun triangle, dont les sommets @,, @, @; aient pour coordonnées 
(21,71), (La, ¥2), (L3, Ys), Vaire A du triangle sera donnée par 
la formule - 


| v4 Mv 1 | 

Tt 
A= =| %s 2 r | 
v3 3 1 | 


ce déterminant représente en effet l’intégrale curviligne prise po- 
sitivement le long du périmétre du triangle, si, en le parcourant 
dans ce sens, on rencontre les sommets dans l’ordre @,, G2, G3. 


12. Passons maintenant a la définition des volumes limités par 
des surfaces. 
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Etant donnés trois axes de coordonnées rectangulaires, O., 


Oy, Oz, on considére une surface représentée par |’équation 


\ 


= f(x, v), et dans le plan «Oy une aire A limitée par une 


Lat 


courbe C, Construisons un cylindre paralléle a Oz et ayant pour 
directrice C; ce cylindre coupe la surfage suivant une certaine 
courbe fermée. Le volume a définir est le volume limité par le cy- 
lindre, la surface et le plan zOy. Découpons, comme précédem- 
ment, l’aire A en quadrilatéres curvilignes au moyen de deux fa- 
milles de courbes « et 8, et soit » Vaire deVun quelconque de ces 
quadrilatéres; prenons dans ce quadrilatére un point (&, 7); a ce 
point correspond sur la surface un point par lequel je méne un 
plan paralléle au plan des xy. Le volume cylindrique limité par 
ce plan, celui des zy et la surface du cylindre paralléle 4 Oz ayant 
pour directrice le périmétre du quadrilatére curviligne w, sera 
wf(§, 7). Lasomme de tous ces éléments 


Seve 7) 


a une limite qui sera le volume cherché. Si l’on emploie x ety 
comme variables sommatoires, ce sera l’intégrale double 


a [s (x, y) dx dy, 


étendue a l’aire A. 


On passe de 1a a la définition d’un volume fermé limité par une 
surface quelconque : il suffit de le considérer comme une somme 
aleébrique de volumes analogues au précédent. 


; 4 4 “Ly 4 ? 
Soit comme exemple l’équation z= ——; qui représente un pa- 
p q aeie 


raboloide hyperbolique tangent au plan 2Oy a l’origine. Si l'on 
prend les plans z= a, x =Aet y= 5b, y=B, le volume limité 
par la surface, le plan des zy et ces quatre plans sera 


AS Bi ot 238 ene 
igi Fag es (A a?)(B b i 
a b ¢ he 


13. Comme autre application de la notion d’intégrale double, 
nous définirons laire d’une surface courbe. 
Soit encore z== f(x, y) Véquation d’une surface. Sur cette 
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surface nous considérons une courbe fermée C qui en limite une 
partie. Que doit-on entendre par l’aire de cette portion de sur- 
face? 

Projetons la courbe C sur le plan 2Oy suivant une certaine 
courbe c, et tragons dans ce plan les deux familles de courbes 
dont nous ayons déja fait bien souvent usage : soit w laire d’un 
des quadrilatéres curvilignes élémentaires. Conceyons le cylindre 
paralléle 4 Os et ayant pour directrice le périméue de w : il dé- 
coupe sur la surface une petite courbe fermée © ; a lV’intérieur de 
Vaire limitée par Q, je prends sur la surface un point arbitraire 
(&, 7, ©), et je méne ence point le plan tangent a la surface. 

Ce plan coupe le cylindre suivant une courbe enveloppant une 


aire =. Faisons maintenant la somme x de toutes ces aires 


planes élémentaires : il est aisé de voir qu'elle tend vers une li- 
mite. Désignons, en effet, par F(z, 7’) le cosinus supposé positif, 
en prenant un sens conyenable, de |’angle de la normale a la sur- 
face au point (x, v, z) avec Oz. On aura 


puisque = et w sont des‘aires planes. Nous devons donc sommer 


Sa 
F(E, y)’ 


qui aura une limite si, comme nous |’admettons, il n’y a pas, dans 
la portion considérée de la surface, des points ot le plan tan- 
gent soit paralléle a l’axe des s. On pourra représenter cette li- 


mite par Vintégrale ares 
xv dy 
pihore oy 


étendue a l’aire c, dans le plan des xy. 
En introduisant les dérivées partielles 


ds os | 
Ox — Ps oy Ag 
on aura 
: I 
Fy, y= > 
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el par suite l’aire sera représentée par l’intégrale double 


i Vi-+p?+ q2 dz dy. 


Soit, par exemple, a calculer dans une sphére ayant pour centre 
origine et pour rayon R laire de la zone limitée par un cercle 
de rayon 7, paralléle au plan des wy et inférieure a la demi-sphére. 
Nous nous servirons des coordonnées polaires ¢ et 9 dans le plan; 


on aura alors 
w =p dp do; 


et le cosinus de la normale, c’est-a-dire du rayon, avec Os sera 
Jo 
RK 


- Nous devons calculer 


Roe dp db 
IP V R2— 9? 


) devant varier de 0 4 ax, etp de oar: on aura donc 


ak f ~ Bile = onrR(R—VR?— 7?) =anRh. 
vip 


en désignant par / la hauteur de la zone. 


14. Nous désignerons souvent, dans la suite, sous le nom d’élé- 
ment de la surface, Vaire plane élémentaire x. On a 


®) = T COSY, 


en désignant par y langle de la normale a la surface avec l’axe 
des z. Les lettres w et = ont représenté essentiellement jusqu’ici 
des aires positives; la formule précédente suppose done que y 
désigne un angle aigu. Si dans le plan des zy on emploie les varia- 
bles x et y, w est égale 4 dxdy; quant 4 x, nous le représen- 
terons souvent par ds pour marquer qu'il représente un élément 
de surface : nous pouvyons alors écrire 


dx dy = cosy ds, 


les éléments do et dx dy étant, je le répéte, des quantités posi- 
tives. Nous maintiendrons sans exception cette régle pour dz; il 
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n’en sera pas de méme pour dx dy, comme nous allons le voir 
dans un moment en étendant encore le point de vue sous lequel 
nous enyisageons les intégrales doubles. 

Mais, auparayant, cherchons l’expression de ds dans le cas ot la 
surface est représentée par les trois équations 


Raa Fas 0), ¥ =9(U,¢), =(u,9), 


uw et ¢ désignant deux paramétres arbitraires. 

Pour bien préciser, nous supposerons que, quand le point (z, ¢) 
décrit dans son plan une certaine aire ¥, le point (x, y, 3) dé- 
crive la surface S, de telle sorte que les aires S et 3 se correspon- 
dent uniformément. L’aire est représentée par 


da dy 
(7) ofa cosy : 
en prenant dx dy positivement et cosy positivement. Or, d’aprés 
la théorie du changement de variable, nous avons 


dzdy=« ee Pah Mod 2) du de = oer a ap 
du de dv du, D(u, ¢) 
en employant une notation souvent adoptée pour le déterminant 
fonctionnel et en prenant pour ¢ les valeurs 1, de telle sorte 
que le second membre soit positif. D’autre part, les cosinus direc- 
teurs de la normale a la surface sont proporuonnels a 


D(y,z) D(sz,r7) D(2,y) 
D(a, ) D(u, 9)’ D(u, p) 


La valeur de cosy, prise positivement, sera donc 


D(y, 3) de D(z, z)}* . [Olay) 2° 

Dit Pri LD(u,ri) ~ Flu, 6) 
le radical étant pris positivement. Nous aurons, par suite, en sub- 
stituant, 


a =V[0é = | <7 mers | oe Fes, “ du de, 


110 INTEGRALES SIMPLES ET MULTIPLES. 


et la surface sera alors représentée par l’intégrale double 


ah y aD vw, e))2 .{ D(z-x))2 Dix,v) |? 
(8) idee! mH pee Sf! | ee 
/ ae \) PD(u, v) D(a, ?) Du, v ) 


étendue, dans le plan (uw, ¢), a Vaire &. 


Cette formule a une généralité que n’avait pas la formule (7). 
Elle est applicable, méme dans le cas ot, en certains points de la 
surface envisagée, le plan tangent serait paralléle 4 Oz. Elle dé- 
finit par conséquent, dans tous les cas possibles, l’aire limitée sur 
une surface par une courbe fermée : on peut, en effet, toujours 
découper cette aire en portions assez petites pour établir une cor- 
respondance uniforme entre chacune d’elles et une aire = dans le 
plan (uw, ¢). 

Ajoutons encore une remarque. Il est important de vérifier que 
expression trouvée pour l’aire d’une surface est indépendante 
du systéme d’axes de coordonnées employées. La yérification sera 
immédiate sur la formule (8). Soient 


z=ak+a'yY +a’ Z* 
y=bX+H'Y + 0'Z, 
= eX ¢ Y=e 0" 7, 


ay 


les formules de transformation de coordonnées; on pourra regar- 
der X, Y, Z comme des fonctions de w et ¢ : les déterminants 


fonctionnels 
D(y,2) D(z,v7) D(2,y) 
D(u,e)’ D(u,v)’ D(u, ¢) 


s’expriment a laide de 


D(¥Y.Z) D(Z,X%). DO, Y) 
D(u, ¢)’ D(u, ¢)” D(u,¢)’ 


comme 2, y, 2 4Vaide de X, Y, Z. On voit done que la somme 
des carrés de ces trois déterminants fonctionnels reste invariable. 


IV. — Définition des intégrales de surface. 


15. Nous avons généralisé précédemment la notion des inté- 
grales simples définies, en étudiant les intégrales curvilignes. 
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Nous allons pareillement définir les intégrales doubles étendues 
a une surface. 

Quelques remarques sur les surfaces nous sont indispensables. 
Soit une portion de surface S limitée par une ou plusieurs courbes ; 
on la suppose telle qu’on puisse distinguer sur elle deux cétés 
différents : l'un de ces cétés, par exemple, peut étre peint en 
rouge, l'autre en bleu, et l’on ne peut passer d’un point de l’un a 
un point de l’autre d’une maniére continue sans traverser les 
courbes limites ('). En un point P de Pun on fixe sur la normale 
une direction déterminée, et la direction opposée au point cor- 
respondant P’ (qui coincide géométriquement avec P) de l'autre. 
La direction de la normale en chacun des points de I’un et |’autre 
cété se trouve alors déterminée sans ambiguité si le point P ou le 
point P’ se déplacent,. sur les cétés correspondants, entrainant 
avec eux la direction choisie de la normale, qui varie d’une ma- 
niére continue. 

Considérons, par exemple, le cas simple d'une portion de 
surface que rencontre seulement en un point toute paralléle a 
Vaxe Oz. On pourra sur cette surface distinguer deux cdtés : 
si on associe 4 un point P de V’un la direction de la normale 
qui fait un angle aigu avec Oz, et au point correspondant P’ de 
Vautre la direction opposée qui fait un angle obtus, ces deux 
angles yarieront respectivement d’une maniére continue en res- 
tant Pun aigu, l’autre obtus, quand les points P et P’ se dépla- 
ceront sur leurs cétés respectifs; ils suffiront par conséquent a 
les distinguer. 

Soient maintenant C(x, vy, 5) une fonction de x, v, s et une 
surface S, s = 9(#, y’), limitée par une courbe L, que je suppose- 
rai d@abord n’étre rencontrée qu’en un point par une paralléle 
a Oz; L se projette sur Oy suivant une courbe /. Formons 


() Il existe cependant des surfaces sur lesquelles on ne peut distinguer deux 
cétés. On en réalisera facilement une de la maniére suivante. Que l’on prenne 
un rectangle de papier abcd, dans lequel je suppose que ab et cd désignent 
deux edtés paralléles, de telle sorte que a et d, ainsi que 6 et c, désignent des 
sommets opposés. On contourne la feuille de papier de telle sorte que ab vienne 
coincider avec dc, en faisant coincider par conséquent les sommets opposés. On 
réalise ainsi une surface limitée par un seul contour et gui n’a qu’un cole. De 
telles surfaces. sont exclues des considérations qui vont suivre. 
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Vintégrale double 


(9) [ [eer a) ae dy, 


étendue a l’aire 2, en supposant que 3 soit remplacé par sa valeur 
en fonction de x et vy. Cette intégrale a un sens précis quand le 
contour L et la surface z = (2, v) passant par ce contour sont 
donnés. Introduisons les éléments do de la surface; pour cela, 
remplacgons dx dy par cosy ds. L’intégrale (g) devient alors 


(10) ff Sarr ayeoss ds. 


Cette derniére forme a une généralité que n’avait pas la pre- 
miére. Pour Vobtenir, nous avons supposé qu’a une valeur de x 
et y ne correspondait qu’un point de la surface; dans cette hypo- 
thése, cosy gardait sur l’aire envisagée un signe invariable, et c’est 
en supposant cosy positif que nous avons pu remplacer dx dy 
par cosyds. L’intégrale (g) ainsi comprise, en restant dans 
Vordre Widées oi: nous nous sommes jusqu’ici placé, sera dite 
prise sur la surface 8, du cété de la surface ou la normale, con- 
sidérée comme demi-droite, fait avec l’axe des z un angle aigu. 
Mais, comme nous l’avons dit, sur notre surface S nous pouyons 
enyisager le second célté pour lequel ici la normale, considérée 
comme demi-droite, fait un angle obtus avec Oz : l’intégrale (10) 
a toujours un sens précis; nous dirons alors qu'elle représente 
Pintégrale (9) prise sur le second cété de S. 

La définition s’étend d’elle-méme. Quels que soient la surface 
que Von envisage et le cdté que l’on considére sur elle, l’inté- 
grale (10) aura pour lui un sens parfaitement déterminé en met- 
tant pour cosy le cosinus de l’angle fait par Oz et la direction 
de la normale correspondant a ce cdté. On dira que cette inté- 
grale (10) ainsi prise représente lintégrale (g) étendue au cété 
considéré de la surface. Il y ala, comme on voit, une extension 
de la notion d’intégrale double, car, dans l’intégrale (g) ainsi gé- 
néralisée, ’élément dx dy n’est plus nécessairement positif. 

Dans Vintégrale (g), Vélément d’intégration était dx dy; on 
peut de méme considérer des intégrales telles que 


f [Xan 2) ay as et : B(2,7,2)dsdzxz 
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étendues 4 un cété déterminé d’une surface et dans lesquelles 
Pélément d’intégration est dy dz ou dzdz. Elles seront repré- 
sentées respectivement par 


[ [Sens cosads et f [8.11 8) 0088 de, 


ot « et & désignent les angles faits par la direction de la normale 
correspondant au cdté choisi avec les axes des x et des y. 

En faisant la somme des trois intégrales précédentes, on a en- 
core une intégrale de surface 


(11) f Ady dz+ Bdzdzx--Cdz dy 
qui est souvent employée. On peut l’écrire sous la forme 


if [(Xoosa B cosB + Ceosy) ds. 


16. ll est important d’avoir lexpression de lintégrale (11) 
quand on exprime w, y, z en fonction de deux paramétres u et ¢, 
comme nous l’avons fait au paragraphe (13). En se reportant a 
Vexpression trouyée pour dco, et en se rappelant que cosa, cos§, 
cosy sont proportionnels aux déterminants fonctionnels 


D(y.s) D(s,7) D(z,y¥) 
Uifu,e) Die, Dfar)’ 


ces cosinus sont déterminés, au signe prés : on prendra un signe 
ou lautre, suivant le cété envisagé de la surface. L’expression (11) 
est donc égale a - 


D(yv, z) D(z,z7) | , D(a, ¥) 
Oy ff lAncen +8 0a +e em 
ou a cette intégrale changée de signe, suivant qu’on prend un 
cété ou l’autre sur la surface. Cette intégrale double est une inté- 


grale définie ordinaire, étendue a laire ¥, dans le plan (wu, ¢) 
(voir § 13) qui correspond uniformément a S. 
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V. — Condition pour que l’intégrale de surface 
[fa dy dz + Bdzdzx+ CGdz dy 
ne dépende que du contour. 


17. Nous pouvons nous proposer, sur les intégrales de surface, 
une question analogue a celle que nous avons résolue (Chap. II, 
§ 3) pour les intégrales curvilignes. A quelle condition l’intégrale 
de surface 


[= [ [Say de Bdzde+ Gdedy 


dépendra-t-elle seulement du contour limitant la surface a laquelle 
elle est étendue? 

Nous supposons que, pour une surface S, les coordonnées x, y, 3 
solent exprimées, comme il a été dit, en fonction de deux para- 
métres w et ¢. Nous avons alors pour l’intégrale l’expression (12). 

Or, considérons une famille de surfaces ayant la méme limite 
et dépendant d’un paramétre arbitraire « ; pour ces surfaces, nous 
concevons que 2, y, 4 soient exprimées par des. fonctions de u, ¢ 
et du paramétre a. Chaque valeur de « détermine une portion de 
surface qui correspond a l’aire © dans le plan (wu, ¢), et on peut 
choisir évidemment ces fonctions de maniére que la courbe cor- 
respondant au périmétre de ¥ ne dépende pas de «, et soit, par 
suite, la méme pour toutes les surfaces. De plus, nous admettons 
que les limites entre lesquelles on fait varier « sont telles que 
dans tout l’espace, balayé par les surfaces correspondantes, les 
fonctions A, B, C et leurs dérivées partielles du premier ordre 
restent continues. 

Calculons la variation de I, en réservant comme précédemment 
la lettre 6 aux variations, c’est-a-dire aux différentielles prises par 
rapport a a. 

La variation de 


D(y, 4) 
if Adydz ou is ARTS oats 


ma ee Dy, 4) 
if | oh cana eas ee 


sera égale a 
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ou, en développant, a 


ah ppg Nay 4 Mag] Dlrse) 


a 


wae [a as Oo 063 a 0 by dz oy oe | dude. 


Ou + Ou ov ov Ou dv Ou 


La seconde intégrale peut étre transformée au moyen d’intégrations 
par parties : ainsi l’on a 


dz 0 by at oee 
SPs *duave=—f = (A355) ) by du de, 


en se rappelant que la variation de éy est nulle sur le bord; et 
chacune des intégrales qui eomposent le second terme de (13) 


peut étre transformée de la méme maniére. Remplacons ensuite, 
en déyeloppant les calculs, 


oA ss OA Ow OA Oy OA Oz 
du PP Ox du dy Ou 0s Ou’ 


dA ck: Sha j te Cede 
et pareillement pour —: l’expression (13), aprés des réductions 


ov 
qui se font d’elles-mémes, se réduit a 
f OA D(Y, 2) 5. _ D(z, D(z, 2) D(z. v)s Fa 
dx | D(u, ¢) Byte " Deu, ¢) a ae D(u, °) ‘ : 


Finalement, aprés des calculs analogues pour les deux autres inté- 
grales qui forment I, nous obtenons 


1 — a Ae Divs). (Dia, a7), .. Dita, “ar ee 
: SS lie Oa Lpteay? + Dat ney 


Or, 61 doit étre nulle, et, comme les signes des variations 6z, dy, 52 
sont arbitraires, il en résulte que l’on doit avoir identiquement 


OA OB 0c 
(14) aa dy Pia. 


Cette condition nécessaire est en méme temps suffisante. Nous 
formerions en effet, étant données deux surfaces ayant méme 
contour, une famille de surfaces avec ce méme contour et dépen- 
dant d’un paramétre a, et dont feraient partie ces deux surfaces ; 
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~ 


et le mode de raisonnement employé au § 5 (Chap. IL) est encore 
applicable. 

Sans qu'il soit nécessaire d’insister et en se reportant toujours 
aux intégrales curvilignes, on voit que nous pouvons énoncer le 


théoréme suivant : 


Larelation (14) exprime la condition nécessatre et suffisante 
pour que Vintégralel, étendue a une surface fermée, a Vinteé- 
rieur de laquelle A, B, C et leurs dérivées partielles du pre- 
mier ordre sont continues, soit égale a zéro. 


18. Il suffira aussi d’énoncer les conséquences de ce théoréme. 
Si une surface fermée S contient a son intérieur des points ot les 
fonctions A, B, Ccessent d’étre continues, Vintégrale étendue a 
cette surface ne sera pas nulle en général, mais elle gardera une 
valeur constante quand on déformera la surface sans lui faire 
traverser aucun de ces points singuliers. 

Je prends, comme exemple, l’intégrale 


=: ee 
a oe 3 
4T 


La condition (14) sera vérifiée. L’intégrale étendue a une sur- 
face fermée est nulle, quand cette surface ne comprend pas l’ori- 
gine a son intérieur. Cherchons sa valeur quand on intégre suivant 
une surface fermée (sans ligne double), comprenant l’origine a 
son intérieur. Nous supposerons que le cdété considéré sur la sur- 
face soit le cdté extérieur 4 Vorigine. Il suffira d’intégrer sur une 
sphére de rayon R ayant son centre en ce point ; nous avons donc 


I w cosa + y cosh + scosy 4 
iF tg a NES cies Oe ae 


en désignant par a, 8, y les angles faits par la normale extérieure 
a la surface avec les axes de coordonnées : on a, dans le cas actuel, 


a calculer 


os il y & * 
cosa 5 + cosh + cosy 5 =1; 


t= ao f fae=t. 


el par suite 
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VI. — Formule de Stokes. 
19. Nous venons de voir que l’intégrale de surface 


[ [Ndy ds +B dsdx+G de dy, 


étendue 4 une surface limitée par un contour L, ne dépendait que 
de ce contour, quand la condition 


(15) — + —— 4 


était satisfaite. On peut dans ce cas mettre l’intégrale double sous 
la forme d’une intégrale curviligne prise le long du contour L. 

Montrons d’abord que, étant données trois fonctions satisfaisant 
a Videntité précédente, on pourra trouver trois fonctions «, 3, y de 
2, y, = telles que 


(16) 


Prenons, par exemple, = 0; nous satisferons aux deux premiéres 
équations en posant 


> 


a= — { B(z, y, 2) dz, p=[ A(z, y, 5)dz+0(2,/); 


w/e 
“0 


s» désignant une constante numérique et 9 étant une fonction ar- 
bitraire de z et y. En portant ces valeurs dans la troisiéme équa- 
tion, il vient, en se servant de l’identité (15), 


do 

a ez C(2, Sa 5)) = 9, 
et on pourra, par une quadrature, déterminer une fonction 9(2, )’) 
satisfaisant a cette équation. II est clair d’ailleurs que, sia,, Sy, ¥1 
désignent une solution particuliére des équations (16), la solution 


la plus générale sera donnée par 


oF cach ae oF 
a= + => B= o);-+ <% A ean 6 lies ls See 


Ox 


,' 
F étant une fonction arbitraire de x, y, s. 
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Nous avons alors a considérer des intégrales de surface de la 
forme 


De telles intégrales se rencontrent dans plusieurs théories im- 
portantes de Physique mathématique. On peut exprimer cette 
intégrale au moyen de Vintégrale curviligne 


(18) [adx+Bdy+yds, 
wh 


prise le long du contour L. 


Il importe de bien définir le sens dans lequel sera prise cette 
intégrale curviligne. L’intégrale (17) est étendue a un cété déter- 
miné de la surface S. A chaque point de S correspond une direc- 
tion de la normale; tracons autour de P un élément de surface 
limité par le contour x. Le sens direct sur le contour 7 sera le 
sens de gauche a droite pour un observateur placé sur la nor- 
male, ayant les pieds en P et la téte dans la direction de cette 
normale. Supposons maintenant que le point P soit voisin du 
contour C et qu’une partie du périmétre 7 appartienne a ce con- 
tour. Un sens déterminé se trouvera alors fixé sur celui-ci, et ce 
sens sera éyidemment toujours le méme, de quelque partie du 
contour que se rapproche le point P. Nous allons montrer que, le 
sens sur L se trouvant ainsi fixé, les intégrales (17) et (18) sont 
égales et de signe contraire, si le sens de rotation du triédre 


(Ovyz) est direct (*). 


20. Démontrons d’abord le théoréme dans le cas ot le contour C 
est plan; on passera ensuite immédiatement a un contour quel- 
conque. Nous allons simplement faire un changement de coor- 
données, en prenant un nouveau systéme d’axes (QXYZ) de 


(*) Un triédre (Oxvyz) ot ordre de permutation circulaire des arétes est 
donné a son sens de rotation direct, quand un observateur placé sur une quel- 
conque des arétes, les pieds en O, voit l’aréte suivante coincider avec la troisiéme 
au moyen d’une rotation d’un angle droit en tournant dans le sens direct de la 


Cinématique, c’est-a-dire dans le sens des aiguilles d’une montre, ou encore, de 
gauche a droite. 
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méme sens de rotation que le premier et tel que le plan Z= o 
soit le plan de la courbe plane C. Supposons qu’on intégre sur le 
cété du plan correspondant a la direction de l’axe QZ; le sens di- 
rect sur la courbe C sera alors le sens de OX vers OY, c’est-a-dire 
le sens positif tel que nous l’avons défini (Ch. III, § 6). Sia’, 0”, 
ce” désignent les cosinus directeurs de QZ, l'intégrale double (17) 
peut s’écrire 


0B ody\ , oy da\_, 0G a OGN. 
46 = — — \at+ + — )o : -—— )e"lds; 
0% Oy On O02) Oy Ox 


dautre part, les formules de transformation de coordonnées 
donnent 


w=aX+aY+a'Z-+p, 
y=bX+ UY+0'L+gq, 
g=oX+eVY+e’Z+r, 


et l'on sait que 
a= ao—oba, a’ = bc'— cb’, 6" = ca'— ac’. 


Comme dZ = o, l’intégrale curviligne se réduit a 


[ia + 68+ cy)dX+(ava+b'8+c'y) ay, 
c 


qui, d’aprés une formule démontrée plus haut (§ 11) est égale a 


Oa 3 2P piaey OLS p28 x) a 
=f f[(ex+ bag Say) aG ge ae ase 


cette intégrale étant étendue al’aire L. Il faut calculer les dérivées 
partielles par rapporta X et a Y de a, 2, y, qui sont des fonctions 
de x, y et s. On aura 


OX om” oy Os’ 


Ou eee 
(ay +e tet) — (a's +b rel 


Pe ey a ft SE ( 2) 0, 
=($- ma Oa 3) dy ae 
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et la formule 


pee 04 On 
Sf oe) ay de (Se SF ) dade 
‘ 0 


Q\ 
erp ae dn dy =— {ade 8 dy +4 ds 


est établie, dans le cas ot la courbe est plane. 


21. Il est aisé maintenant de passer au cas ot le contour est 
quelconque. Tout d’abord on peut réduire ce contour a étre un 
contour polygonal, puisqu’il suffirait d’augmenter indéfiniment le 
nombre des cétés du polygone pour avoir une courbe quelconque. 
On peut ensuite parce contour polygonal faire passer une surface 
polyédrale dont les faces soient des triangles. En appliquant la 
formule démontrée pour le cas des aires planes a chacun de ces 
triangles et, ajoutant les résultats obtenus, on aura évidemment la 
formule cherchée, qui est alors démontrée dans toute sa généra- 
lité, et que les géométres anglais désignent sous le nom de for- 
mule de Stokes ('). 

Une application immédiate de cette formule est la recherche des 
conditions pour que l’intégrale curyiligne 


fades B dy + yds, 


prise le long d’une courbe fermée quelconque, soit nulle, probléme 
tout a fait analogue 4 celui que nous avons traité dans le cas du 
plan. Les conditions nécessaires et suffisantes sont 


Oa _ OB 0B oy oy 0a 
Oy d@ 02 oy’ On Os 


Si elles sont remplies, intégrale curviligne 


(©, 9,5) 
if adx+Bdy+yydz 


(05% os Zo) 


(1) La formule précédente, au moins dans un cas particulier, était connue 
d’Ampére, qui s’en est servi, sous une autre forme, en électromagnétisme. 


INTEGRALES DOUBLES. 121 


sera une fonction u de x, y ets, et Von aura 


ou. =e 8 Ou 
aan te aye” : 02 (- 


22. Pour faire une seconde application de la formule de Stokes, 
considérons une courbe fermée L et un point M quelconque de 
coordonnées a, b, c dans l’espace. Soit une surface quelconque 5 
limitée par L, et sur laquelle nous .considérons deux cédtés. Un élé- 
ment ds de cette surface est vu sous un angle égal a 


cos(r, 7) 
—__-— ds, 


r2 


en appelant 7 la distance du point M a un point P(w, 7, =) de 
élément, et en appelant (7, 7) l’angle fait par la direction PM 
avec la direction de la normale en P a la surface. Ainsi compté, 
cet angle solide est positif ou négatif suivant que l’angle (7, 7) est 
aigu ou obtus. Or, en désignant par cos, cos fs, cosy les cosinus des 
angles de la normale avec les axes, nous aurons 


—-27r b—y G—-& 
cos@ +- —cosB + —— cosy. 
r r 


a 
COST ie) == 


La somme des angles solides pour tous les éléments dz deS sera 
done 


\ 


‘a—2x b— 2—s 
(19) =f [( =a COSa + = a cos B + a cosy ) ds. 


Ce sera donc une intégrale de surface étendue a S, et elle sera 
indépendante de S, car ona 


d0/a—z\ 92 /b—y aS 
rll rs ) ee BSA =) )=e, 


[r?=(x—a)?+(y — b+ (z—c)?]. 


On peut dire qu’elle représente l’angle solide (compté avec un 
signe ) sous lequel du point M on voit le contour C. 

Cherchons d’abord, avant d’appliquer la formule de Stokes, 
quelle sera la valeur de Vintégrale (19) étendue A une surface 
fermée. Si le point (a, 6, c) est extérieur a la surface, cette inté- 
grale sera nulle d’aprés le théoréme fondamental (§ 17). Supposons 
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(a, b,c) a Vintérieur de la surface, et intégrons sur le cété in- 
terne de celle-ci. L’intégrale est indépendante de la surface; pre- 
nons donc une sphére de rayon R ayant (a, b, c) pour centre; l’in- 


a tare fe) 
Jee 


" (eos(r, n)de _ 
vb ‘id =e 


tégrale devient 


On a done 


résultat bien simple, mais dont Gauss a tiré d’importantes consé- 
quences, et dont la démonstration géométrique est immédiate. 

Revenons maintenant a l’intégrale I étendue 4 une surface S$ li- 
mitée par un contour C. D’aprés la formule de Stokes, on peut la 
remplacer par une intégrale curviligne prise le long de C. Cette 
transformation serait compliquée et présenterait peu d’intérét. Ce 
qui est au contraire d’une grande utilité dans diverses théories, et 
en particulier dans |’électromagnétisme, c’est d’exprimer les dé- 
rivées partielles de I, considéré comme fonction de a, b et c, par 
des intégrales curvilignes. Nous allons y parvenir immédiatement 
au moyen de la formule de Stokes. 

Prenons, par exemple, la dérivée partielle de I par rapport a a, 
nous aurons 


al 0 fa—z2\ ape 7 Q herein 
= =] if. E [a cosa + -- ( = ) cosB + — ( =) ) eos: | ds. 


Nous devons chercher des fonctions a, f, y de a, y, z telles que 


op oy 0 fa—ax 
Oz Oy da ( r3 ) : 


a} _ du _ a (b=y 
a ° 

da 0B c— 3 

Bey 2 3p 


Or, prenons 4 = 0: nous devons choisir, sil est possible, { et 
y de maniére a satisfaire aux équations 


ine 
8 
wy 
Q 


OF 8 aa UR a ae ees eee 


= 9 a 
Ox rs Ox re 


Ww 
Vo 


INTEGRALES DOUBLES. i 


el 


Q 
a 
S| 
~ 
N 
© 


Py ee b z—c 
= a = r ? 
r3 r3 


el, par suite, l’intégrale curviligne 


— [ adv+ dy + yds 
JC 


(s—c)dy—(v—b)dz 
C - | 


On trouverait de la méme maniére 


se réduira ici a 


ob 


ities 


ol A (Foe Groe 
JC 


C) 


al [ (v — 6) dx — (x — a) dy 


—= -. 
de Je 7 


formules d’un grand intérét dans la théorie du magnétisme ( ' ). 


VII. — Racines communes 4 trois équations. 


23. Nous ferons encore une application de la théorie des inté- 
grales de surface, en cherchant une intégrale qui soit a rappro- 
cher de l’intégrale curviligne étudiée au § 11 (Chap. III). Prenons, 
a cet effet, trois fonctions continues F,(z, 7,3), Fs(z, y, 3), 
F3 (2, y, 5) des variables x, y, 2, développables, dans le voisinage 
de toute valeur 29, 7», 39 que nous aurons a considérer, en série 
ordonnée suivant les puissances croissantes de 2—2xy, v¥—)o el 
z—Zp. Je forme l’intégrale de surface 


‘ p 
fe af A dy dz+Bdzdzr+(Cdrdy. 


(*) On trouvera d’intéressantes applications géométriques de la formule de 
Stokes dans un Mémoire de M. Keenigs (Journal de Jordan, 1889 ) 
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EF oFy oF 
Or ae 

) als OF, 

p, oF: oFe 

oy Oz 

>, OF; OFs 

A= : oy a 3 ? 

(F?+ F3 + F3)? 

F oF oF 

1 "03 * Ox 

OF, OF, 
ear) 

Oz Ox 

B= or? 

(F2 + F3-+ F2)? 

F oF oF 

1 On oy 

F, dF, 

| F, ous ntersiss 

. Oc Oy 

yp. Os Fs 
CH= S 07 oy 


Quelles que soient les fonctions F,, F,, F;, on aura l’identité 


oA OB 0G 
We a 


oz «OY 


+ =< =0, 
comme le montre un calcul un peu long, mais ne présentant au- 
cune difficulté. 

L’intégrale 1 étendue a une surface fermée ne change done pas 
de valeur quand on déforme la surface S d’intégration sans ren- 
contrer de points ot A, B, C cessent d’étre continus. I! en résulte 
que Vintégrale I sera nulle, s’il n’y a pas de racines communes 
aux trois équations 

F, (2, y,%) =0, 
atte e = Oy 


: a. Egle, 7) Ss) =O 
a Vintérieur de S. . 
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Supposons maintenant qu'il y ait a lintérieur de S un point P 

correspondant a une racine commune aux trois équations. Au lieu 

de calculer I en intégrant le long de S, nous pouvons intégrer le 

long d’une surface quelconque entourant le point P. Or prenons 

ce point pour origine et développons F',, F., F; d’aprés la for- 
mule de Taylor, 


Pi(v, 7,3) =Mn7by+asr..., 
Fo(@, 7,5) = Agu + boy + 25 +-..., 
FP3(2, 7,5) =agv+b3y+c33-+.... 
On montre, comme dans le cas de deux équations, que l’inté- 


grale ne change pas de valeur, quand on réduit F,, F., F; aux 
termes du premier degré. L’intégrale I devient alors 


> 


1—_D 17 wdydz+ydsdx+sdxdy 
=— 3 
ie ‘a [(ay e+, ye 5)?+- (ag ¢+b9 y+0C2 3)?+ (a3 2+-b3. y+ C3 3)?]? 
en posant 
| a by Cy 
D i= a, Be Co 


a3 bs C3 


qtu est supposé différent de zéro et représente la valeur du déter- 
minant fonctionnel 


OF, oF, OF, 
0x Oy Oz 
OF, OF, OF, 
Ox oy 20% 
OF; OF, oF; 
‘de oy Os 


au point P. 
Pour calculer I, prenons comme surface d’intégration |’ellip- 
soide 


(aya + by y + 015)? + (ag7 + bz y + C23)? + (Agu + b3 y + 34)? =1. 


En désignant par a, 8, y les angles faits par la normale exté- 
rieure a cette surface avec les axes, nous avons 


D 
. baz ff (weosa + ycos8-+2c08y)ds, 
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ou, en appelant 7 le rayon vecteur allant du centre de l’ellipsoide 
a élément ds, et 9 l’angle aigu fait par le rayon vecteur avec la 


= ie J [70089 ae 
he 


Mais l’intégrale double, qui figure dans le second membre, est 


normale, 


égale 4 trois fois la somme des pyramides élémentaires de som- 
met P et de base ds, et par conséquent égale a trois fois le vo- 
lume de Vellipsoide. Or celui-ci, comme on le reconnait aisément, 


est égal a 


D’ot le résultat suivant, entiérement semblable a celui que nous 
avons obtenu dans_le cas des deux équations : 


Vintégrale | est égale a la différence entre le nombre des 
ractnes contenues dans 8, pour lesquelles le déterminant fonc- 
tionnel 


oF, OF, OF, 


OD) “Oy Ox 
OF, OF, OF, 
07, oY. dz 
OF, OF; OF; 
Ov oy 02 


i 


est posuttf, et le nombre des racines pour lesquelles ce déter- 
minant est négatif. 


Le théoréme précédent a été donné par M. Kronecker, sous 
une forme différente, dans ses études sur les systémes de fone- 
tions de plusieurs variables (Monatsberichte der Academie der 
Wissenschaften su Berlin, 1869); il peut étre étendu a un nombre 
quelconque d’équations. 

On voit le réle essentiel joué dans cette question par le signe 
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du déterminant fonctionnel. Remarquons aussi que l’intégrale | 
prend une forme toute différente si, au lieu des trois équations 
primitives, on forme avec elles une combinaison linéaire. Par suite, 
Pintégrale qui, au signe prés, ne devrait pas changer, ne se pré- 
sente pas sous une forme invariante. Il semble done que le résul- 
tat précédent, si intéressant qu’il soit, appelle encore de nou- 
velles recherches. 
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CHAPITRE V. 


DES INTEGRALES MULTIPLES. 


I. — Définition et propriétés fondamentales des intégrales multiples. 


1. D’une sommation double, on passe tout naturellement 4 une 
sommation d’un ordre n de multiplicité étendue a 7 variables. 
Prenons d’abord le cas de trois variables x, vy, z et considérons 
x,y, s comme les coordonnées rectangulaires d’un point dans 
espace. Nous menons trois systémes de plans respectivement pa- 
ralléles aux plans de coordonnées. Ce réseau de plans découpe 
l’espace en parallélépipédes rectangles. A chaque point (2;, Vx, 37), 
nous associons le parallélépipéde ayant pour cétés les expressions 
positives (2j,)— Xi), (¥x~1 — Vk), (S41 — 42). Soient maintenant 
un volume V et /(a,y, 2) une fonction continue de 2, 7, 3; je 
forme la somme triple 


Dass S (Zin Nk; 51) ( Bi+1 — Li) Yk+1— Yk) (S41 — 41), 


étendue aytous les points (xj, vx, 32) situés a Vintérieur du vo- 
lume. On démontrera, comme dans le cas de deux dimensions 
(Chap. IV), que cette somme a une limite toujours laméme, quelle 
que soit la loi suivant laquelle les parallélépipédes tendent vers 
zéro. Rien n’est 4 changer au mode de raisonnement. Nous aurons 
certains parallélépipédes irréguliers, c’est-a-dire sortant partielle- 
ment du volume V, comme nous avions précédemment des rec- 
tangles irréguliers. La somme des volumes de ces parallélépipédes 
irréguliers tend vers zéro; pour le voir, on pourrait étendre au 
cas actuel la premiére démonstration employée (Chap. IV, § 6), 


= 
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mais la discussion serait minutieuse. La seconde, au contraire, s’é- 
tendra d’elle-méme; nous supposerons la surface S comprise dans 
le volume limité par deux surfaces polyédrales variables, l’une ex- 
(érieure, l'autre intérieure a S, ces surfaces étant telles que le 
volume compris puisse toujours étre rendu moindre qu’une quan- 
uté ¢ donnée a l’avance. Dans ces conditions, les parallélépipéedes 
irréguliers, 4 partir d’un certain moment, sont tous compris entre 
ces deux surfaces polyédrales et, par suite, la somme des volumes 
de ces parallélépipédes tend vers zéro. La limite obtenue se re- 
présentera par 


(1) ff [flex 2) ae dy dz, 


et on dira que cette intégrale triple est étendue au volume V. 
Quand on passe a un nombre n de dimensions, l'image géomé- 
trique fait défaut, mais l’extension n’en est pas moins possible. 
Dans une multiplicité 4 n dimensions, nous considérons |’en- 
semble continu des valeurs des n grandeurs 2, £2, .--, Xn; 
satisfaisant a une ou plusieurs inégalités de la forme 


(2) 9(%1, L2, -.-, In) > 9, 


et nous supposons que les valeurs des «x, satisfaisant a ces inéga- 
lités, restent inférieures, en valeur absolue, 4 un nombre fixe. 
Telle serait, par exemple, la muluplicité définie par lunique 
inégalité 
uv} + 2 +... + 22 < R?. 
Soit maintenant une succession de valeurs croissantes de 2, 
puis de xy, ... et de x,. Nous formons la somme multiple 


= 
DY > FF Bigta ee me Ary Are... AxR; 


Az, désignant l’accroissement posiuif de x, quand on passe de la 
valeur désignée d’une maniére générale par x, a la suivante, el 
pareillement pour Az,, ..., Axv,. Cette somme est étendue aux 
valeurs considérées de x,, %o, ..-, #p Satisfaisant aux inégalités (2). 
Elle a une limite que l’on représente par 


z ff ++ f Peers tar -o1 20) dey Gis... ALy: 
I. 


P. — 
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c’est une intégrale multiple ordre nr, étendue au continuum défini 


par les inégalités (2). 


2. Revenons, pour plus de simplicité, aux intégrales triples. 
Le calcul de Pintégrale (1) se raménera a un calcul d’intégrales 
simples. Effectuant d’abord la sommation en laissant # et y con- 
stants, et faisant tendre seulement les ds vers zéro, nous écrirons 


Pintégrale sous la forme 


[ faz dy [fary, 2) dz. 


Une paralléle 4 axe des s correspondant a un systéme de valeurs 
(x,y) vencontrera la surface en un nombre pair de points, qui 
pourra étre variable : supposons quil y ait quatre points, et soient 
1, 52, 33, 3, les valeurs correspondantes de z (2, < 42<33 <_3;) 
qui sont, en général, des fonctions de et y. 


a 


On aura a prendre l’intégrale 
is 8 


if Pea hes 


entre 3, et 2, puis entre z3 et s,; c’est en effet pour ces valeurs 
de = que l’on sera a Vintérieur du volume. Posons 


Slay, 3) ds+ i S(a,y, 5) dz = ¥(x,y). 


il nous reste A faire la sommation double 


{hue (a, vy) dx dy, 


étendue, dans le plan des (2, 7), a l’aire limitée par le contour 
apparent de la surface sur ce plan. 


3. Le changement des variables de sommation se fera dans une 
intégrale triple, en suivant les mémes principes que pour les inté- 
grales doubles. On suppose que les trois équations 


v= f (u,v, @), 
Y = (u,v, w), 


&=(U,%, w) 
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établissent une correspondance uniforme entre un yolume V rap- 
porlé aux axes (2, y,z) et un volume U rapporté a des axes 
(u,¢,). Dans ces conditions, le déterminant fonctionnel 


7s) fe oh ROD Be 
ou ov ow 
a ihe Ona Mai’ 
ou dv ow 
ob ob oy | 


est différent de zéro pour tous les points du volume U. 
Pour effectuer le changement de variable, on écrira l’intégrale 


faf fran 3) dx dy, 


et, laissant s constant, on remplacera les variables x et y par 


sous la forme 


wet. 

ur cela, nous calculerons Je déterminant fonctionnel de x 

Po la, leul le dét t fonct ld 
el y par rapport a wu et ¢, en considérant « comme une fonction 
de ces variables satisfaisant a la relation 
5=b(u, 9, w), 
ou z est, pour le moment, une constante. Remplacant alors l’élé- 
Ae D he } 

ment dx dy par l’élément du dy, nous ayons l’intégrale 


Ow 


i E(2, 5) aw dzsdudv. 
h a 


P : dl 
Laissant ensuite wet ¢ constant, on remplace dz par as dw, et 


nous obtenons l’intégrale 


JER F(2v,y, 3) Ddudv dw. 


Nous n’avons pas tenu comple des signes ; le produit dx dy dz 
dans Vintégrale proposée étant positif, si nous considérons auss 
dudy dw comme positif, il faut remplacer 


r' dxdydz par 2¢Ddudv dw, 
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e étant +1, suivant que D est positif ou négatif. Finalement ona 


[[ [Pix 2) avayaz=f [ [Pf 9, Ye dude dw, 


la seconde intégrale étant étendue au volume U. 


4, Arrétons-nous sur le cas ob F = 1. L’intégrale 


(3 [[ [ax dy dz 


étendue a V sera, par définition, le volume contenu dans la sur- 
face qui limite V. On peut la ramener a | intégrale double 


[f= 5,) dx dy, 


en nous bornant au cas ou une paralléle a l’axe des 2 rencontre la 
surface limite en deux points dont les z sont z, et Z2(%; < Za). 

L’intégrale (3) est indépendante du systéme d’axes de coordon- 
nées rectangulaires, auquel est rapportée la surface. Si l’on fait en 
effet un changement d’axes, les nouvelles coordonnées 2’, 7’, <' 
sont des fonctions linéaires des anciennes, et le déterminant fone- 
tionnel est égal 4 +1; on a donc, d’aprés la régle relative au 
changement de variables, 


[ffe dy dz = ef dz' dy’ dz'. 


On aura souvent 4 remplacer Jes coordonnées rectangulaires 
par les coordonnées polaires p, 9, 4. Les formules sont 


z=psinOcosp, y=psinOsint, &=pcos), 


et, par suite, 
dx dy dz = 9? sin8 dp dé dv. 


Soit, par exemple, 4 calculer le volume V d'une sphére de 
rayon R; on aura 


R via 2 4 
ve [ if Jf: p? sind do dd. dy = AnR), 
0 0 0 3 
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II. — Cas ou la fonction devient infinie ou indéterminée. 


5. Il a toujours été essentiellement supposé, dans tout ce qui 
précéde, tant pour les intégrales doubles que pour les intégrales 
multiples, que la fonction qui figure sous le signe d’intégration 
restait finie et déternrinée dans toute l’étendue du champ d’inté- 
gration. En prenant d’abord une intégrale double, supposons que 
la fonction f(x, vy) devienne infinie ou indéterminée en un point 
(a, b) a Vintérieur du champ d’intégration D : dans quels cas y 
aura-t-il lieu d’attribuer un sens a l’intégrale 


[fender 


racons autour du poin ) une petite courbe fermée y, e 
Traco tour d t (a, b) tite courbe f » el 
étendons l’intégrale précédente a la portion du domaine D exté- 
rieure 4 cette courbe. Si cette intégrale tend vers une limite tou- 
jours la méme quand la courbe ¥ tend vers zéro en se rapprochant 
indéfiniment du point (a, b) suivant une lot quelconque, on 
I ’ ] y 
dira que Vintégrale a un sens el représente précisément cette 
iumite. Le point (a ut d’ailleurs étre sur le périmétre ye 
limite. Le t (a, b) peut dailleurs étre sur | rimétre de D 
on considérera un are y autour de ce point et a Vintérieur de ce 
domaine. 
i ar exemple, a calculer lintégra uble 
Soit, par exemple, a calculer l’intégrale doubl 


ie ia 02V yn 
— x dy (G0, a 40), 
fy og Ov Oy 


V(z,y) étant une fonction que je supposerai d’abord continue 
dans le rectangle d’intégration et Sur son périmétre. L’intégrale se 
calcule immédiatement et l'on obtient 


V(a, a’) + V(0, 0) — V(o, a’) — V(a, 0). 


Supposons maintenant que V(x,y) soit infinie ou indéter- 
minée pour « = 0, y = 0. Nous détacherons du rectangle (a, a’) 
un petit rectangle dont les cdtés, suivant les axes, soient respecti- 


yement ¢ et ¢’. 
L'intégrale 
rch dx d 
If Or dy ~ vs 
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étendue au rectangle primitif diminué de ce petit rectangle sera, 
comme le donne un calcul immédiat, 


V(a, a') — V(a, 0) — V(0, a’) + V(e, 0) + V(0, &’) — Ve, &’). 
Or, quand ¢ et ¢’ tendent vers zéro, l’expression 
V(e,0)+ V(o0, ’) — V(e, €’) 


peut étre ou infinie, ou avoir une limite variable avec la limite du 


! 


rapport 


oO] ©. 


C’est ce que va nous montrer un exemple trés simple. Soit 


Je 


V = arc lang; 
: ox? 


nous aurons l’intégrale double 


, Gy2-5 2?) oe 
@ SS ep ee 


sa valeur étendue au rectangle (a, a’) diminué du rectangle (e, ¢') 
. TT 
sera, en prenant des arc tang compris entre 0 et >; 


’ 


a 
arc tangs — — are tang 
a 


” 


or 


qui dépend de la limite de # On doit donc considérer que |’inté- 


grale (4) étendue au rectangle (a, a’) n’a aucun sens. 


6. Les considérations qui précédent sont a rapprocher de la re- 
marque faite dans le calcul des intégrales doubles, d’aprés la- 
quelle on peut faire les intégrations dans un ordre arbitraire. Ce 
résultal suppose essentiellement que la fonction sous le signe d’in- 
légration reste finie et bien déterminée. Prenons, par exemple, 
sans précaution, Vintégrale 


fai “YU y2— x?) dx Maye 
Jo cag ale 


On peut la calculer en sommant d’abord par rapport a y puis 
par rapport a . Ceci revient, dans notre calcul précédent, a poser 
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e'= a’, puis 4 faire tendre ¢ vers zéro. L’intégrale, ainsi calculée, 
sera donc égale a 


’ 


TT 


tang 

arG tang— ——< 

; Qa B 
Au contraire, faisons d’abord la sommation par rapport a 2, 

puis par rapport ay. Ceci revient a faire ¢ = aet a faire tendre ¢ 

vers zéro; ce qui nous donne 


' 


(i tane— 
ar —e 
a 
Les deux valeurs ainsi trouvées sont inégales, 


7. Pour les intégrales triples, on peut évidemment développer 
des considérations analogues. 

Si, par exemple, la fonction devient infinie en un point, il faudra 
isoler ce point par un petit volume le comprenant, et étudicr en- 
suite la limite de l’intégrale quand ce volume tend vers zéro. Soit, 
par exemple, l’intégrale 


Bs dx dy dz 
ae 


étendue a un yolume V comprenant l’origine 4 son intérieur. 


Doit-on attribuer un sens a cette intégrale? L’emploi des coor- 
données polaires nous permet de répondre immédiatement : I’in- 


tégrale devient 
[f fesino as d) dy 


et toute difficulté a disparu; lintégrale aura un sens. 

Des circonstances un peu différentes peuvent encore se pré- 
senter; la fonction sous le signe d’intégration pourrait devenir in- 
finie ou indéterminée, non seulement en des points isolés, mais le 
long de certaines lignes ou de certaines surfaces. On isolera tou- 
jours les singularités, soit par une sorte de tube entourant la ligne 
singuliére, soit par deux surfaces infiniment rapprochées de la sur- 
face singuliére. 
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III. — Quelques formules relatives aux intégrales triples. 


8. Soient A, B, C trois fonctions de x, v, z continues, ainsi que 

ea ee ’ q 
leurs dérivées partielles; j’envisage l’intégrale triple, étendue a un 
volume V limité par la surface S, 


J[fr+y+e eres 


nous nous proposons de montrer qu’on peut la remplacer par une 
intégrale de surface. 
Prenons en effet le premier terme 


oA OA 
Pitts aes =f fay de fF de. 


Pour simplifier, supposons la surface seulement rencontrée en 
deux points par une paralléle a l’axe des x ; soient x, et 2g (v7, << £2) 
les abscisses de ces points pour une valeur donnée de y ets: nous 
les appellerons le point wn et le point deux. L’intégrale triple sera 
égale a Vintégrale double 


(5) af [A(a2, ¥, 3) — A(x; ¥, 2)] ay dz, 


cette intégrale double étant étendue au contour apparent de la 
surface sur le plan des yz. Considérons, d’autre part, lintégrale de 
surface 


nb A(a, ¥, 2) dy dz, 


prise sur le cété extérieur de la surface S. Cette intégrale de sur- 
face n’est autre chose que l’intégrale (5), car pour le point wn la 
normale extérieure a la surface fait un angle obtus avec l’axe des 
x, tandis qu’elle fait un angle aigu pour le point deux. Nous au- 
rons de la méme maniére 


oB 
[[fyeuve = [ [Bavds, 
[ffir ds= { [Cayae, 


les intégrales dans les seconds membres étant encore des intégrales 
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de surface étendues au cdté extérieur de la surface S. De la ré- 
sulte la formule importante et absolument générale que nous 
voulions obtenir 


lal ae = ip tog) 02 as 
< 


(6) 
| =| (Ady ds +Bdsde+ Cdedy), 

9. La formule précédente permet de résoudre trés simplement 
le probléme suivant déja traité : Quelle est la condition pour 
qu une intégrale de surface ne dépende que du contour limi- 
tant la surface sur laquelle on intégre? Nous ayons vu que cette 
question revient 4 déterminer la condition pour que l’intégrale 


[ [Ady ds+Bdsde+ Cade dy, 


prise le long de toute surface fermée, soit nulle. Ona, par suite, en 
se reportant a la formule (6), 


oA OB dC ia 
SS fG-s — og ) de dy de = 0, 


cette intégrale étant étendue a un volume quelconque, ce qui 
exige 
oA oB oe 


de dy os 


Une autre application de la formule (6) s’obtient en faisant 


ce qui donne 


J, de dy dz = { [ody ds+ydzde+sdedy. 


On peut, par conséquent, exprimer le yolume limité par une sur- 
face fermée sous forme d’intégrale double étendue a cette surface, 
et ce résultat est A rapprocher de l’expression d’une aire plane a 
Vaide d’une intégrale curviligne. 


40. La formule (6) va nous conduire a une relation célébre, 
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connue sous le nom de théoréme de Green. Envisageons l’inté- 


grale 
~ dU dV, OU BV OU OV eee 
SIS Ox + Oy oy * Oz 0% pat 


U et V étant deux fonctions continues dans un volume limité par 


une surface fermée 8S. De Videntité 


oU OV v2 oV o2zV 
Ox Ox =; ox} «Ox? 


et des identités analogues obtenues en remplacant successivement 


ae 02V 02V eV 
ax par y et z, on déduit, en posant AV = > ee dy? busi 


SM MBE viet erdice lke oak 
=f fav ae dy az. 


La formule (6) permet de remplacer la premiére de ces intégrales 
par lintégrale de surface 


ov ov 
J fo (Goose yee pg 0081 a 


en introduisant les angles , 8, y faits par la direction de la nor- 


male extérieure ala surface avec les axes de coordonnées. Nous 
aurons donc 


t= f fu (FZ cosa+ Fp cosk-k Sr cosy ds — ff [UaV de dy ds. 


La quantité entre crochets dans l’intégrale double peut étre 
écrite sous une forme plus condensée, en introduisant la dérivée 
dans le sens de la normale. Nous appellerons, d’une maniére gé- 
nérale, dérivée d’une fonction V en un point A(z, y, 3), 
dans la direction An menée par le point A, la limite du rapport 
de l’accroissement de la fonction, quand on passe du point A a un 


point infiniment voisin A! sur la direction An, a la distance posi- 
; ne, Ade dV : 

tive AA’= dn: on désigne cette dérivée par dn” Solent 4, 8, y les 
cosinus directeurs de la demi-droite An; ona évidemment 


dV _ OW dz a OV ae OV dz _ Ae ov oV ee 
dn ox dn ody dn ds dn dn °°" oy pose ah deo 
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En chaque point de la surface S, introduisons la dérivée de V 
? 
par rapport a4 la normale extérieure au volume que limite S, la va- 
leur de I deyient 


=f fuFa—f f UAV dz dy dz, 


formule intéressante en elle-méme, mais surtout en ce qu'elle 
nous donne de suite, en permutant U et V et retranchant, la re- 
lation 


dV _ y . % 
ey {(v ae Von) a —f{ f fuav—v AU) dw dy dz = 0. 


Si nous voulons introduire les dérivées dans la direction de la 
normale intérieure ala surface, il suffira de changer le signe du 
premier terme, et on aura la formule définitive, dite formule de 
Green, 


dv y wu : 
Sfeg- )ae+ ff {uav—vav) de dy ds =o. 


Cette formule est générale ; elle a lieu quel que soit le nombre 


des surfaces qui limitent le volume. Il importe seulement, dans 
son application, de prendre toujours les dérivées ae ci dans le 
sens de la normale intérieure au volume que lon étudie. Si, 
par exemple, nous considérons l’espace compris entre deux spheres 
concentriques, l’intégrale double qui figure dans la formule de 
Green se composera d’une somme de deux intégrales. Pour la 
sphére extérieure les dérivées devront étre prises dans le sens de 
la normale intérieure a la sphére qui est en méme temps la nor- 
male intérieure au volume étudié; pour la sphére intérieure, au 
contraire, les pelt devront étre prises dans le sens de la nor- 
male extérieure A cette sphére, qui est le sens de la normale inté- 


rieure au volume compris entre les deux spheres. 


o(rke L 
| ; pe 
ola 
sia ; . 
were i “ng 
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DEUXIEME PARTIE. 


L’EQUATION DE LAPLACE ET SES APPLICATIONS. 
DEVELOPPEMENTS EN SERIES. 


CHAPITRE VI. 


DE L’EQUATION DE LAPLACE. 


I. — Formule fondamentale. Enoncé du principe de Dirichlet. 


1. L’équation suivante 


2U  8U  2U 


— + = —=0 
Ox oy? “O52 y 


qu'on peut appeler l’éguation de Laplace, joue dans plusieurs 
théories un role trés important, €t nous aurons, dans ce Livre 
méme, l'occasion de la rencontrer en étudiant la théorie de J’at- 
traction. Nous allons, comme application des transformations gé- 
nérales faites sur les intégrales multiples, étudier les principales 
propriétés des fonctions satisfaisant a cette équation. 

Une premiére relation nous sera de suite fournie par l’applica- 
tion du théoréme de Green. 

Désignons par U et V deux fonctions continues, ainsi que leurs 
dérivées partielles des deux premiers ordres, dans un volume li- 
mité par une ou plusieurs surfaces. La formule de Green nous 
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donne immédiatement, si U et V satisfont a l’équation de Laplace, 


dV Pal dt Ege 
(1) Sf CR-V) #=o 


et cette intégrale pourra étre une somme d’intégrales prises comme 
il a été dit plus haut, si le volume envisagé est limité par plusieurs 
surfaces. 

Avant de déduire une conséquence fondamentale de cette for- 
mule, faisons quelques remarques : 

D’abord, si l'on fait dans la formule précédente U = 1, on aura 


(ia) [Game 


Ainsi, si une fonction continue V satisfait 4 ’équation AV = 0, 
lintégrale (2), prise pour toute surface fermée, est nulle. 

En second lieu, une solution particuliére de l’équation de La-- 
place nous est donnée par 


U=— r= ¥(2—a)+ (y —b)+ (2—e), 


a, b,c désignant trois constantes arbitraires; c’est ce qui se vérifie 
immédiatement. 

Enfin, en désignant d’une maniére générale par P le point 
de coordonnées 2, y, 3, par A le point (a, b,c), et par Pr une 
droite menée par le point P, cherchons quelle sera la dérivée de 


1 . Py 
= dans cette direction. On aura 


a(;) i ar 


dn r2 dn 


or 
ri = (4 — @)i4-( 9 —— BR (5 — oc); 


par suite, 


dr dx dy | 7 dz 
” ig ge ae a) iad 
dot se conclut 
dr 
=— cos(r, 7), 


dn 
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en désignant par (7, 7) l’angle fait par la direction PA avec la di- 
rection Pr. Ona donc 


I 
a(=) cos(7, 7) 
dn 


— = 


2. Ces remarques faites, soit V une solution quelconque de |’é- 
quation AV = 0, continue dans un volume limité par une ou plu- 
sieurs surfaces S; considérons la fonction 


le point A(a, b,c) étant a Vintérieur du volume. 
. . I r 
La formule (1) n’est pas applicable aux deux fonctions = et V, 


puisque la premiére n’est pas continue dans le volume que nous 
étudions; mais décrivons autour de A une sphére et envisageons le 
volume compris dans le volume initial et extérieur a cette sphére ¥. 
Nous pourrons alors appliquer la formule (1) qui s’écrira 


I 
a G2 oy wf ff : dV _yé) : y 
rdn vat) r dn aa 


La Pe. intégrale est étendue aux surfaces S limitant le vo- 


lume, et la seconde a la sphére ¥. Les dérivées qui figurent dans 
’ oD 

cette derniére sont prises dans la direction de la normale extérieure 

a la sphére; si nous les supposons prises sur la normale intérieure 


x 


a la sphére, nous devrons changer le signe de l’intégrale et écrire 


se nee 
a — 
ray 1 dV r 
(3) | rdn _yS") phe Jaf fl rdn pe at, 


La premiére intégrale ne doit pas dépendre du rayon de la 
sphére =; elle a une valeur trés simple que nous allons calculer. 
Tout dabord, 7 étant constant sur ¥, le premier terme de cette in- 


dV 
= Ta as, 


et par suite est nul, d’aprés ce que nous avons dit (§ 1). 


tégrale est égal a 
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Le premier membre de (3) se réduit done a 


ih dy I I 
, y io = J s * Se ee 
(0) = : \ a d a fy cos(r, n) ds aff ds, 


puisque, sur la sphére, cos(7,n)=1. 


Soient, d’autre part, sur la sphére © de rayon r, M et m le 
maximum et le minimum de la fonction, l’intégrale double 


ye Vds 


sera comprise entre M.4xr? et m.4xr?. L’intégrale (4) sera done 


comprise entre 
—4A4nM et —4nxm. 


Mais le rayon r est arbitraire et peut tendre vers zéro; M et m dif- 
férent donc aussi peu qu’on veut de V (a, b, c), et l’expression (4), 
ailleurs indépendante du rayon de la sphére 2, a pour valeur 


i 4m V(a,b, c), 


ce gui nous conduit a la formule fondamentale 


d- : 
dV 
M2) Mite sone t f(y gn Spas 


qui fait connaitre la valeur de V en un point quelconque (a, b, c) 


7 
‘ 
a 


eee , dy 
de l’intérieur du volume, en fonction des valeurs de V et de a 


la surface, 

On peut donner une formule analogue pour le cas ot la fone- 
tion V satisferait 4 l’équation de Laplace en dehors de la surface S; 
mais, ici, il est nécessaire de faire une hypothése sur la maniére 
dont V et ses dériyées du premier ordre se comportent a linfini. 
Nous supposerons que, pour (2, y, 3) trés grand, on ait 


M | OV | a |Z ov 


IVi< 9 Aan (a?+ y?+ 3%= R?2), 


< i : 


M désignant un nombre fixe. 
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Ceci posé, décrivons, de l’origine comme centre, une sphére ¥’ de 
rayon trés grand R: le point A sera compris entre la surface S et 
cette sphére; ‘nous considérons toujours la sphére © de rayon r, 
ayant pour centre A. Appliquons la formule de Green a l’espace 
limité par les surfaces S, ¥ et ¥’. Faisant de suite tendre r vers 
zéro, nous aurons, en raisonnant comme plus haut, 


La seconde intégrale est égale 4zéro. En effet, elle peut s’écrire, 
en employant sur la sphére ¥’ les coordonnées polaires 4 et 4, 


9 27 . 
a if: [ye 2 R2 sin d0 db. 
at r rdn 


R : ane ee . dV 
Or = est trés voisin de Vunité, V tend vers zéro et qn 2 une 


e M z f ‘ 
valeur absolue moindre que a Cette intégrale est donc moindre 


en valeur absolue qu'une quantité donnée quelconque, quand le 
rayon R augmente indéfiniment. Or elle a une valeur indépendante 
de R:; elle est rigoureusement nulle. Nous avons donc la formule 


I 
d- 
. I ee i A 
og La Pan wae J 2 
S 


les dérivées étant ici prises sur la normale exrtérieure a la surface. 


3. Appliquons la formule (5) au cas trés particulier ow la sur- 
face S se réduit 4 une sphére &, de centre (a, b,c) et de rayon R; 
elle se réduira, d’aprés le calcul fait plus haut, a 


V(a, b, c) = am | [Ve 


Nous allons en tirer avec Gauss un théoréme de la plus haute 
importance ‘ 


Une fonction V(a, y,2) continue dans le voisinage d’un 
p.—I1. 10 
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point (a, b,c) et satisfatsant a l’équation 
Vie) 


ne peut avoir au point (a, b,c) ni maximum ni minimum. 
Supposons en effet que la fonction V posséde en ce point un 
maximum ; en prenant R assez petit, on aura, pour tout point de 


la sphére &, 
Viteies ga, 5) < Via, b, Cc), 


cette inégalité excluant l’égalité, d’ot nous concluons, en multi- 
ds 


plant par & pa et intégrant, 


i 


ran f Vids =e Vilice, On re), 


inégalité absurde, puisque les deux membres sont précisément 
égaux. 
On démontrerait de la méme maniére que la fonction V(x, y, 2) 


ne peut avoir de minimum. 


4. Une conséquence immédiate de l'impossibilité d’un maximum 
ou d’un minimum est le théoréme suivant : 


Il ne peut exister deux fonctions V, satisfaisant a V équation 
de Laplace, continues ainsi que leurs dérivées partielles des 
deux premiers ordres a Vintérieur d’une surface, et prenant 
sur cette surface les mémes valeurs. 


Supposons en effet qu’il existe deux telles fonctions, leur dif- 
férence W satisfera a l’équation 


AW i=—"O 


: 


et s’annulera sur la surface. Elle devrait done avoir a |’intérieur 
soil un Maximum, soit un minimum, ce qui est en contradiction 
avec le théoréme que nous yenons d’établir. W doit done étre 
identiquement nulle, c’est-a-dire que les deux fonctions consi- 
dérées sont identiques. 

On peut démontrer, de Ja méme maniére, qu’il ne peut exister 
deux fonctions V continues a l’extérieur dune surface fermée S, 
tendant vers zéro quand le point (x, y, s)s’éloigne 4 Vinfini d’une 
maniére quelconque, et prenant la méme succession de valeurs 
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sur la surface S. En effet, leur différence, s’annulant sur la surface 
et a linfini, devrait avoir quelque part un maximum ou un mi- 
nimum. 

On voit le probléme que suggére le théoréme précédent : 

Si l’on se donne, sur une surface fermée S, une succession 
continue de valeurs associées chacune a un point de la surface, 
il ne peut exister qu’une seule fonction continue a l’intérieur 
de S, satisfaisant 4 l’équation de Laplace, et prenant sur la sur- 
face S les valeurs données. Cette solutéon existe-t-elle toujours, 
et comment peut-on la déterminer ? 

C’est li un probléme célébre, désigné souvent sous le nom de 
probleme ou principe de Dirichlet, et dont nous allons main- 
tenant nous occuper. La formule fondamentale (5) n’en donne 
pas la solution, puisque sous le signe d’intégration se trouve, non 


‘ ee ak ; 
seulement V, mais aussi la dérivée Jai NOUS sommes assuré que les 


valeurs de ces deux expressions sur la surface sont liées les unes 
aux autres, mais nous ne pouvons que concevoir cette dépen- 
dance. Il y a un cas cependant ot un artifice permet d’éliminer la 


dérivée S ; nous allons ’approfondir. 


II. — Probléme de Dirichlet dans le cas d’une sphére. 


5. C’est dans le cas ott la surface S se réduit 4 une sphére que 

Te yean ~ a dV 

nous allons pouvoir éliminer de la formule (5) la dérivée —- 
Rappelons a cet effet une propriété élémentaire de la sphére. 
Soit A un point intérieur a une sphére S de rayon R et de centre O, 


le point conjugué A, sera sur le diamétre OA, et l’on aura 
OA. OA, = R?. 


Le rapport des distances d’un point quelconque M de la sphére 
aux deux points A et A, est constant, et l’on a 
MA _ OA 
MA, R 


Si (a, b,c) et (a,, b,, c,) désignent les coordonnées de A et A,, 
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je poserai 
r=(e#—a +(y—b + (4—€ ), 


ri=(v— 4)? + (y — 61)? + (4 — 1). 


La formule (5) nous donne d’abord 


I 
d- 
T( nee, poke (27 _1av o 
V(a, 6, c)= 4t ae = dn r dn ne 
Ss 


D’autre part, en appliquant la formule de Green aux fonctions V 


et - continues toutes deux dans S, puisque le point A, est exté- 
1 


rieur a la sphére, on a 


I 
Bike 
ara r4 AN 
On Lae Ve vi dn) i, ay 
S 


Posons OA = / et OA, = /, ; nous multiplions la derniére éga- 


lité par > et nous la retranchons de la précédente. II vient ainsi, 


: 1 in , 
puisque — = 7 > sur la sphére, 


I fs a. R a— 
okt Bos Ng ee 1 
Via, 65 ¢)= pn : \ In i an ds. 


° , , . ry? . dy , 
L’artifice précédent nous a donc permis d’éliminer aa et d’ex- 


primer V en un point quelconque de l’intérieur de la sphére a 


Paide de ses valeurs sur la surface. 
Faisons explicitement le calcul de expression précédente. La 


quantité entre crochets sous le signe d’intégration peut s’écrire 


I I 
5a c08(7, n)— 7 re cos(74, 7). 


Soit 
g=(r,n)= OMA, G1 = (71,2) = OMA). 
Or, dans les deux triangles OMA et OMA,, 

2 = R?+7r?— Rr cosa, 


j= R?+ r?—2Rr, cosgy. 


5 gill = or _ 


EQUATION DE LAPLACE. 149 


eee : re: - 
- On formera de suite la combinaison ~~ 


x en se rappelant que i, = R3 el — —_= e: 


i 
‘ La formule trouvée devient halt 


9 (6) V(a, b, ¢) = aia 


qui pourra encore s’écrire, en mettant en évidence langle y formé 

De on et OM, 
; (RE B)Vde 

(R2?— 2/R cosy + 2)? 


Via, b, — ack 


7 ‘Si Von introduit les coordonnées polaires (2, 49, 49) du point A, 
el (R, 8, ¥) du point (2, y, z), on aura 


cosy = cos cos6)-+ sin§ sin 4) cos(Y — Yo) 


et, si l’on veut prendre pour variables de sommation sur la sphére 
G et 4, on posera 
Bi dz = R2 sind db, 


iant deo amet 4 de oa an. 


p ll nous faut traiter maintenant la question inverse. 

En supposant que la fonction V sous le signe somme soit une 
lion continue V(4, 4) des angles 4 et 4 qui fixent la position 
oint sur la sphére, les formules (6) ou (7) représentent une 
nection des coordonnées a, b, ¢ du point A. Représentent-elles 
ine fonction de a, b, ¢ satisfaisant 4 l’équation 


<a 7s eV 8V av 


Jat! aa’ Ga” 


ant la valeur V(9, 4), quand le point A se rapproche du 
iels sphére correspondant aux coordonnées polaires 4 et 4? 
en est bien ainsi, comme nous allons Vétablir. _ 

d’abord, bas ee fet Sah b,c) définie par la formule (6) 


7 a ® 


meus 
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satisfait & l’équation de Laplace. Cela résulte immédiatement de 
ce que 


considérée comme fonction de a, b, c, vérifie cette équation. Le 
calcul ne présente aucune difficulté, si l’on ne perd pas de vue 
les trois relauions 


2 = a?+ b?2+ c?, r2e=(a—zv)y?+(b—y)?+ (e— 3), 


R?2 = 72+ y?2-+ 32. 


La dérivée seconde de l’expression précédente par rapport a @ est 
égale a 

3(R2—/?) = 15(R?*— 72)(a— 2)? 2, es 12a(a— 2) 

ial Bape Soke baie 8 


re ri r3 re 


et l'on a des expressions analogues pour les deux autres dérivées 
partielles; la somme de ces trois dérivées est identiquement nulle, 
car 

P+ r2— R2=2[a(a—z7)+ b0(b—y)+c¢(ce—3)]. 


La démonstration du second point est plus délicate. Nous allons 
suivre une marche analogue a celle que suit M. Schwarz dans le 
cas de ’équation de Laplace avec deux variables ('). 

7. Commencons par une remarque préliminaire. Si la fonction 
donnée V(4, 4) se réduit 4 une constante, lunité, par exemple, il 
y aura certainement une fonction V satisfaisant a l’équation de 
Laplace et deyenant égale 4 wn en tous les points de la sphére : ce 
sera la fonction V(a, b,c) =1. D’autre part, cette fonction doit 
étre donnée par la formule (7); on en conclut que 


i (R?2— 22) ds 4 
4nR tb ‘rains 
(R?—2lR cosy + /?)? 


quel que soit le point (a, b, c) a Vintérieur de la sphére. 


Ceci posé, soit A’ le point ot le rayon OA rencontre la sphere; 


(*) Scuwanrz, Journal de Crelle, t. 74. 


~ 
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du point A’ comme pdle, je décris un petit cercle correspondant a 
Vare trigonométrique 6. Ce petit cercle divise la sphére en deux 
calottes c et C, dont l’une, c, comprend le point A’. Partageons 
Vintégrale (7) en deux parties : l’une relative a la calotte c, l'autre 
a la calotte C. Puisque la fonction V (4, 1) est continue, on pourra, 
étant donné a l’avance un nombre ¢, aussi petit qu’on voudra, 
choisir 6 assez petit pour que la différence des valeurs de V(4, 4) 
correspondant a deux points quelconques situés sur la calotte c 
soil inférieure en valeur absolue a «. 

Prenons maintenant sur la sphére un point fixe P, tel que l’are PA’ 
soit moindre que 6. J’écris Vintégrale (7), en désignant par Vp») la 
valeur de V(4, 4) au point P, sous la forme / 


(R?— I?) ds I (R2— 12) (V—Vp) ds 

a ee CT 3? 
ee env ietay ants 7 (R2—27R cosy + 72)? 

le premier terme se réduira a V, d’aprés la remarque faite précé- 

p i p q | 
demment; nous allons chercher une limite supérieure de la valeur 

; P 
absolue du second. 

Partageons ce second terme en deux parties, le champ d’inté- 
gration étant, pour lune, la calotte c, pour l'autre, la calotte C. 
Puisque sur la calotte ¢ on’a | V—Vp!<e, la premiére partie a 
une yaleur absolue inférieure a l’intégrale 


é va (R?2— 22) ds 
TR 3 
a (R?— 22 Reosy + 2)? 


étendue a c, et, a plus forte raison, inférieure a cette intégrale 
étendue a la sphére entiére; elle est done moindre que ¢ en valeur 
absolue. Z 

Passons a la seconde partie; on aura, quand M est sur la ca- 
lotte C, 


R?— 2/R cosy + 2 > 21 R(1— cos6), 


puisque cosy < cosé. Si nous désignons par g le maximum de la 
valeur absolue de V(4, 4), notre seconde partie aura donc une va- 
leur absolue moindre que 


| Sere eee s ff [ as, 
[2 aiR(— condi 
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moindre, par conséquent, que 


ag R(R2— 0%) 


f2eRU— cos8)]* 

Or, on peut prendre /suffisamment voisin de R pour que ce terme 
soit aussi voisin de zéro qu’on voudra; il en résulte que, quand le 
point A, a lintérieur de la sphére, tend d’une maniére quelconque 
vers le point P, la fonction V(a, b, c) tend vers Vp. On a, en effet, 
daprés ce qui précede, 


og R(R2— 2) | 


| V(a, b,c) —Vp|<e+ re 
[22 R(i— cos8)|? 


¢ est donné a l’avance aussi petit qu’on veut et / est trés voisin 


de R. 


Le probléme de Dirichlet est done completement résolu pour 
le cas de la sphére; on peut se donner arbitrairement la fonc- 
tion V sur la surface, en la supposant seulement fonction con- 
tinue des paramétres § et ¥. La formule (7) donne l’intégrale de 
Péquation de Laplace, continue a l’intérieur, et prenant les valeurs 
indiquées sur la surface. 


8. Avant de passer a un cas plus général, démontrons un théo- 
réme d’une application fréquente et qui se déduit immédiatement 


de la formule (6) : 


Siune fonction V(x, y,3) satisfaisant a Véquation de La- 
place est continue pour toute valeur finie de x, y et z, et sisa 
valeur absolue est, quelles que sotent les valeurs de ces varia- 


bles, inférieure a un nombre fixe M, cette fonction doit se ré- 
duire @ une constante. 


De lorigine comme centre, avec un rayonR, décrivons une sphere 
et appliquons la formule (6) pour l’origine O et le point inté- 
rieur A, nous avons Vo et Vy désignant les valeurs de V en O et A, 


ae Sie V ds 
oR ale. 


I R?— 72 
Vaal ar" tae Whoad 


EQUATION DE LAPLACE. ras 


v . 
et, par suite, oe as 


ori S i Sate 
ff [- AO |v sino a ay. 
0 


Or, supposons que le rayon de R soit trés grand, on a toujours, 


si 


par hypothése, | V |< M; mais = sera évidemment trés voisin de 


Punité pour tous les points de la sphére, puisque le point A reste 


fixe. La fraction 
R(R?— 72) 


rs 


sera donc aussi trés voisine de l’unité. Il en résulte que la différence 
Vo — V4, aune valeur absolue moindre que toute quantité donnée ; 
7 or, c’est une quantité fixe : elle est done rigoureusement nulle. On 


a ainsi 
- LAS 


7 
Lf 


La fonction V en un point arbitraire A a la méme valeur qua a 
Porigine; elle est constante, comme nous voulions l’établir. 

oa 
: III. — Sur une généralisation de Vintégrale de Gauss. 


9. Dans un Chapitre précédent (Chap. IV, § 22), nous avons 
 considéré lintégrale de Gauss 


(8) | 4: 1 ara de 


étendue a une surface fermée, r-désignant la distance d’un point 
fixe A a un point M de l’élément variable ds de la surface, et langle 
(r, n), que nous désignerons maintenant par 9, représentant langle 
de la direction MA avec Ja normale intérieure A la surface au 
point M. Nous avons démontvré que cette intégrale était égale a 47 
quand le point A était intérieur a la surface, et égale 4 zéro quand 
l est extérieur. Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que 
la surface donnée S est une surface convexe, ayant en chaque point 
in tangent déterminé : c’est le cas pour lequel nous traite- 
is la Section suivante, le probléme général de Dirichlet; 


ar 
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cos est alors toujours positif quand le point est a lintérieur ou 
sur la surface. 

Dans ces conditions, nous voyons de suite quelle sera la valeur 
de Vintégrale (8) en tout point de la surface. Elle est égale a a7, 
puisqu’elle représente la somme des ouvertures, évaluées sur la 
sphére de rayon wn, des angles solides sous lesquels, du point A, on 
voit les éléments de sur la surface. Cette somme correspondra done 
i’ une demi-sphére, quand le point est sur la surface, c’est-a-dire a 
an. L’intégrale de Gauss, considérée comme fonction des coor- 
données (a,b,c) du point A, est donc une fonction discontinue 
de (a, b, c), quand A traverse la surface. Elle est égale 4 4x, quand 
le point est 4 l'intérieur, égale 4 27, quand il est sur Ja surface, 
et azéro, quand il est a lextérieur. 

Envisageons maintenant, d’une maniére plus générale, |’inté- 


grale 
vie ey= f fF as, 


ot » désigne une fonction continue des paramétres qui fixent la 
position d’un point sur la surface S. Cette intégrale V, considérée 
comme fonction de (a, b,c) est une fonction continue, ainsi que 
ses dérivées partielles, quand le point A est a V’intérieur ou a l’ex- 
térieur de la surface; elle éprouvera une discontinuité pour le pas- 
sage par la surface. Pour étudier cette discontinuité, je prends un 
point fixe s sur la surface S, et, désignant par ps la valeur de » en 
ce point, je forme la différence 


Wia,e a= f fet ds— us f [ Sas, 


qui peut encore s’écrire 


ff Seoee (4 — Hs) COS? 7 


Montrons que la fonction W est une fonction continue de 
(a, b,c) dans Vespace avoisinant le point s. 

Décrivons, a cet effet, de s comme centre, une sphére de rayon p, 
qui découpe sur la surface une courbe y; on peut prendre ¢ assez 
pelit pour que la différence .— p, soit, en valeur absolue, moindre 
que ¢, quand le point de la surface, pour lequel on prend la valeur 
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de p, est intérieur dy. Partageons alors l’intégrale en deux parties, 
Pune relative a l’aire intérieure a y, l'autre a l’aire extérieure. La 
premiére intégrale sera, en valeur absolue, moindre que 47, quelle 
que soit la position de A dans espace. Quant a la seconde inté- 
grale, elle est une fonction continue de (a,b,c), pourvu que ce 
_ point, quand il est dans le voisinage de la surface, reste 4 une dis- 
tance de s inférieure A oe. On peut donc trouver un rayon 9! < ¢ tel 
que, a l’intérieur d’une sphére ayant s pour centre et 9’ pour rayon, 
la différence des valeurs que prend W en deux points quelconques 
soit moindre que ¢; ce qui démontre la continuité de la fonction 
dans le voisinage de S. 

Ce point établi, nous avons a distinguer : 1° la valeur de V au 
point s, nous la désignerons par V,; 2° la limite de V (a, b, c) quand 
A tend vers s en étant a Vintérieur de la surface, nous appellee 
rons V;,; 3° la limite de V(a, b,c) quand A tend vers s en étant 
4 lextéricur de la surface, nous la représenterons par V¢s. Le théo- 
réme précédent nous fournit immédiatement deux relations entre 
i. Vs, Vis, Ves. La fonction W étant continue, nous avons l’égalité 

_ Vis— 4 Ts= Vs— 27s, 


A 


_ qui exprime que la limite des valeurs de W(a, 0, ¢), quand A tend 
-yers s en étant a l’intérieur de la surface, est égale a sa valeur au 
point s. Pareillement, nous aurons 

,- 


es = Vs— 2TMs. 
Ainsi, on a les deux formules trés importantes 


> Vis= Ve+ ATs, Ve Vs —27 ps. 


10. Voici maintenant une remarque qui nous sera trés utile dans 
eg moment. 

_ Partageons la surface S en deux parties a et 8, et soient s et s’ 
points quelconques de la surface; nous désignerons d’une 
miére générale par IY lintégrale 


cos 
ei =f “ ds, 


* 


ati e'au point s, et étendue & une portion y de la surface 5. 
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Montrons que 


(9) 75 +E) 


est comprise entre l’unité et ,  désignant un nombre positif fixe 
inférieur 4 wn. Supposons d’abord que s et s’ aient des positions 
déterminées sur la surface. 
En premier lieu, la somme (g) est inférieure ou au plus égale a 
Punité, car 
i<on, Bsar. 


En second lieu, pour montrer que cette somme est supérieure 
a une certaine limite positive dif/érente de zéro, décrivons de s 
et s’ comme centres, avec un petit rayon 0, des sphéres découpant 
sur la surface deux aires © et S’ autour de s et s’. Dans toute la 
portion de laire « extérieure 4 ¥, la quantité toujours positive 
cos, dans l’intégrale I%, restera supérieure 4 un nombre m et la 
distance 7 sera inférieure a la longueur D. 

On aura done 


a désignant l’aire de la partie a, et 2 Vaire de la portion ¥. De la 
méme maniére 


m(B — x’) 
ar pare, 


8 
Re ar : ee 
en désignant par m et D les minima et maxima correspondant a s 
et %; nous pouvons, bien entendu, prendre les mémes valeurs 
pour m et D dans l'une et l’autre inégalité. Par suite, 


Ss} 
7+ 1h > 


Lidl Foetal 3 (a+8=S), 


b 


S désignant l’aire totale de la surface. La somme (9), qui est infé- 
rieure ou au plus égale 4 ’unité, ne descend done pas au-dessous 
dune certaine limite. 

Quand s ets’ se déplacent sur la surface, cette limite inférieure 
a certainement un minimum; nous le désignons par i, et il est 
manifestement compris entre séro et wn. Il existe donc un nombre 


io 


> 
rs 
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Bd < 1), tel que l'on ait ae _ 
= o<h< i (iR+Ib)s1, 


 quelles que soient les positions des et s' sur la surface. 


| - 
S ma. La remarque précédente va nous permettre d’approfondir 


i Pétude de l’intégrale 
ae? Pests COS 
ae aff ta, 
a. 
_ prise pour un point s de la surface S. 
___ Désignons par M et m le maximum et le minimum de p, et par- 


 tageons la surface en deux régions « et 8, telles que, dans la pre- 
: M+m 


_ miére, la valeur de la fonction » reste comprise entre M et 
eo 


pa : M+m 
et soit comprise, dans la seconde, entre m et 


? 


: ces régions 


pourront se composer de portions séparées. On aura évidemment 
|’ 


a anV,SMIt+ ec ~ ae, 


m 


M 
BeN ya 1h le 


M—m 
Ya i, 
V.2m + So st 


- Prenons maintenant un autre point s, sur la surface S; on aura 
pareillement 


M—m 
V,3M—— iB, 
M—m 
Vs,2m + es at 


Vee eee 18. 32 
y <p Ve—Va5(M—m)(1— EAE), 
vi Fs = tt Oy Pe 


,y <5 Bauer. 


4 
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et, par suite, en introduisant la quantité 4 du paragraphe précé- 
dent, 

V;— Vs,2(M— m)(t— d), 
ou enfin, en posant 1— = 9, on a, quelles que soient les posi- 
tions des points s et s, sur la surface, 


(12) Vs— Vs,5(M— m)p, 
o désignant unnombre positif fixe plus petit que Vuniteé. 


Cet important théoréme est di 4 M. Neumann (') qui ena fait 
la base de sa méthode de la moyenne arithmétique pour la solu- 
tion du principe de Dirichlet. Nous nous sommes borné au cas ou 
la surface convexe a, en chaque point, un plan tangent; |’éminent 
géométre se place dans des circonstances un peu plus générales, 
qwil serait trop long d’examiner ici (*). 

Voici une conséquence immédiate de Vinégalité (12) : si My, et 
m, désignent le maximum et le minimum de V, sur S, on aura 


M,— m,5(M—m)p. 


IV. — Principe de Dirichlet pour une surface convexe. 


12. On doit 4 M. Neumann une méthode remarquable pour ré- 
soudre le probléme de Dirichlet, dans le cas trés étendu ow la sur- 
face est rencontrée seulement en deux points par une droite et ou, 
suivant Vexpression de l’auteur, la surface n’est pas biétoilée, 
c’est-a-dire, ot tous les plans tangents ne vont pas passer par deux 
points fixes (tel serait le cas d’un cube). 

Nous nous bornerons ici aux surfaces convexes, considérées 
dans la Section précédente, pour lesquelles il existe en chaque 
point un plan tangent déterminé. Nous suivrons une méthode in- 
diquée par Kirchhoff et publiée par les soins de M™* Kowalewsky 
dans les Acta mathematica (t. XIV, p. 179). Au fond, l’analyse 


(*) K. Neumann, Untersuchungen iiber das logarithmische und Newtonische 
potential. Leipzig, 1877. 

(2) On pourra encore consulter sur ce sujet l’excellente thése de M. Riquier 
sur l’extension a l’hyperespace de la méthode de M. Neumann ( Paris, Hermann, 
1886). 
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_ de Kirchhoff n’est pas différente de celle de M. Neumann : nous 
Vexposerons, en la rattachant A l’inégalité fondamentale de ce 
Savant auteur. 

Soit une fonction continue U définie sur la surface convexe S$; 
en désignant toujours par U; la valeur d’une fonction U au point s, 


je forme Vintégrale 


, 
% 
: 


oe 


U'(a, b,c) =— 


= (U — Us) ds. 
Cette intégrale représente, comme nous l’avons yu-(§ 9), une 
fonction continue de a, 6, ¢ Al’extérieur et A V’intérieur de s, dans 
7 Pespace avoisinant le point s. Lorsque le point (a, 6, c) est au 
point s, elle a une valeur déterminée U!. L’ensemble de ces va- 
leurs, quand le points se déplace sur la ee S, définit une fone- 
> tion U' sur cette surface. 
_ Formons de méme ay 


U%(@; 6,0) = aoe 


(U!— U}) ds, 


i permetira de définir une nouvelle fonction U? sur S, au moyen 
is valeurs telles que U;; et ainsi de suite, ayant, d’une maniére 


générale, 
U"(a, 6, y=-e f {Stour 1 U2-1)da, 


le au moyen de laquelle on formera U?, et on définira U” 
ee: la surface S. 

eet M et m le maximum et le minimum de U, M, ie Mn les 
axima et minima des U”; on aura (§ 11), puisque U — U, est 
mpris entre 2M et 2m, 


- 


bi ‘ M, — Pie te m)p, 
et, par suite, de proche en proche 
Mnz— mn<(M—™m)p”. 


Ce point établi, cherchons une limite pour les fonctions U 
mes. Nous avons vu précédemment (§ 9), que U? est la li- 


rs laquelle tend l’intégrale 


ff feat 


a 
7) 


a re 
ie 


ie 
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quand le point (a, b, c), supposé extérieur a la surface S, se rap- 
proche indéfiniment du point s. 

Or, si nous envisageons cette intégrale pour un point exté- 
rieur E, il est facile de trouver pour sa valeur absolue une limite 
supérieure. En effet, considérons le céne circonscrit a la surface 
ayant pour sommet E; la courbe de contact partage la surface en 
deux parties. Pour lune, cosg est positif, et, pour l’autre, il est 
négatif. D’ailleurs les intégrales 


cose 7 
vee ore de, 


étendues a lune et l’autre, sont égales, au signe prés. Leur valeur 
absolue représente l’angle solide Q sous lequel, du point E, on voit 
la surface. Si done nous appelons toujours M,_, et mp_, le maxi- 


mum et le minimum de U”~', Pintégrale 


I cos® 
= —! Un-1 da, 
4Tt ‘oe 


prise pour le point extérieur E, aura une valeur absolue moindre 


que 
Q(Mn—1— Mn-1) 
Ar : 
car, pour trouver ces valeurs extrémes, nous prenons le maximum 
de U?~! dans la région ot cos¢ est négatif, et son minimum dans 
la région ou il est positif. Quand E tend vers s, Q tend vers an. 
Nous avons done 


n—1— Mn-4 
ee saw SIT 


luzl<™ 
2 


et, par conséquent, d’aprés V’inégalité du § 12, 


, M—m 
FE Cancer) ge ge” 


De la se tire la conséquence suivante : la série 
U + Ute U2+...4+ Us... 


est convergente sur la surface ay 


Ses termes sont moindres, en effet, en valeur absolue que ceux 
une progression géométrique décroissante. 


~ . 
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. . @ ; = = ra 
y 14. Nous sommes maintenant en mesure de résoudre le pro- 
_ bléme de Dirichlet, pour une surface convexe S. Soit U la fone- 
tion faisant connaitre la succession des valeurs que doit prendre, 
sur S$, lintégrale V de Véquation de Laplace. Nous formons, 


comme plus haut, la série 


a U+ U1t+ U?+...+U"-+.... 


‘ Nous allons établir que Vintégrale 


. Vabe)=+ ef f S24 U4... + Ute...) de 
? résout le probléme de Dirichlet, cest-a-dire quelle satisfait a 


_ Véquation de Laplace et que V(a, b,c) tend vers U;, quand le 
point (a,b,c) intérieur a S tend vers le point s de cette sur- 


* 
Le premier point est évident. Pour démontrer le second, for- 
~ mons la différence 

oe Vis — Ves; 


‘=. 
en adoptant les notations du § 9 : on aura 
_? : eV, so 4- Uh NU ee U8 Es. 4 UP es. 
=a Or, nous youlons établir que Vj; U;; il faut done montrer 
res 

ae ue 

= ee Wiis Ube Fas UP ae 


Nous avons yu que l’on peut écrire 


a a 
ee 


sorale étant prise pour un point infiniment voisin de s en 
ors de la surface : il en résulte que 


fag at 


! AUP UR. Ra ff SEU FUL... U +... )ds, 


ale étant prise dans les mémes conditions, égalité qui re- 


oe 


a 
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comme il fallait le démontrer. Vous avons donc 


la fonction V (a, b,c) tend vers Us quand le point (a, b,c) tend 
vers s, enrestant a Vintérieur de la surface. 


15. Le probléme de Dirichlet est ainsi complétement résolu 
pour le cas d’une surface convexe. Diverses méthodes permettent, 
dans des cas étendus, de passer d’un contour convexe a un con- 
tour plus compliqué; nous aurons |’occasion de les étudier dans la 
théorie des équations aux dérivées partielles. 

Dans ces derniers temps, M. Poincaré a donné une remarquable 
méthode pour traiter le probléme de Dirichlet. Cette méthode 
trés générale suppose seulement que le plan tangent a la surface 
en chaque point soit déterminé, sauf en un nombre limité de 
points coniques ordinaires (American Journal of Mathema- 


tics, t. XII). 
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CHAPITRE VIL. 


ATTRACTION ET POTENTIEL. 


I. — Définitions et premiéres propriétés du potentiel. 


1. Nous ferons une derniére application des notions relatives 
aux intégrales multiples, en étudiant les propositions les plus 
simples de la théorie de l’attraction. Nous n’avons pas 4 expliquer 
ici comment, dans un corps attirant, on suppose la matiére ré~ 
partie d’une maniére continue, de telle sorte que la densité ¢ soit 
une fonction continue des coordonnées (a, b,c) d’un point va- 
riable de Ja masse attirante. Les trois composantes X, Y, Z de 
Vattraction exercée sur un point de coordonnées (a, v, 2) sont 


cotter 
sof ff'enaet, 


* 


alors 


ou r? = (x — a)?+ (vy — b)?+ (2—c)? et dv =dadbdc, ces 
intégrales triples étant étendues a la masse attirante. X, Y, Z 
sont 4 regarder comme des fonctions de w, y, <. Nous allons 
démontrer qu’elles sont les dérivées partielles par rapport a 2, 
y, dune méme fonction représentée par l’intégrale 


(a) Vie, nar= ff. = 


étendue 4 la masse attirante et a laquelle on donne le nom de 
potentiel. 
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{ 

2, Supposons d’abord que le point soit a l’extérieur des masses 
attirantes. X, Y, Z sont alors des fonctions continues de 2, y, 5, 
et les relations 


-__ ov yee _ ov 
(2) A soy oat Liem se 


sont une conséquence immédiate de lidentité 


et des identités analogues relatives a y et s. 
Remarquons de suite que V(2,y, z) et ses dérivées partielles 
oy aS he 


ox” oy’ 
Vinfini é¢ une maniére quelconque. Ecrivons V sous la forme 


=a [ff Fe dadhac (R2 = 22+ y2+ 22). 


i ae xy: yk ofS ae 
Quand (x, v, 5) s’éloigne a l’infini, =a Punité pour limite; on a 


lim VR =f f fe da db de = M, 


M désignant la masse attirante. La fonction V devient done nulle 


= tendent vers zéro quand le point (x,y,z) s’éloigne a 


done 


M 
comme 5: De la méme maniére on écrira 


ee i fee Jo da db de 


R ‘d oe og 12 —— 8. e pa ‘ ate 5 
Or -, tend vers Punité, —— reste inférieur a l’unité en valeur ab- 


solue; par suite on aura, en supposant que le point (a, y, 3) 
s’éloigne 4 Vinfini dans une direction faisant avec les axes des 
angles (a, @, 

lim (Re =) ——M cose, 


; ov ov 
et deux formules analogues pour rg et 5: 
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On dit quelquefois qu’une fonction V et ses dérivées du pre- 


mier ordre s’annulent A lVinfini comme un potentiel si elles sont 


respeclivement, pour KR trés grand, de l’ordre de z et de mh 


Passons aux dérivées secondes; ona 


BV av ay 
dx? " dy? * dat 


ih Se i tL (3(a—a)/ 
Ox2 =s=fff| rs rs Jew, 


et en faisant la somme AV on obtient zéro identiquement. 


=0; 


en effet, 


On n’oubliera pas que, dans ces calculs, le point (a, 7, ) est 
supposé extérieur aux masses attirante s. Les opérations que nous 
avons faites ne seraient plus légitimes, 4 cause des éléments deve- 
nant infinis, si le point était intérieur. 


3. C’est ce cas que nous allons maintenant examiner. Le point 
A(a,¥, 2) est done a Vintérieur de la masse attirante. On s’assure 
@abord immédiatement que V, X, Y, Z n’en ont pas moins un 
sens parfaitement déterminé. II suffit, en effet, de faire usage 
des coordonnées polaires (7, 9,4) en posant 


a=x-+rsin@ cost, b=y-+rsin6 sin¥, c= 3-+7c0s6; 


alors 
de = r? sin@ dr dé dy, 

et Jes éléments restent finis dans V, X, Y, Z pour r = 0; de plus, 
ces fonctions sont des fonctions continues dans tout l’espace. 

Nous allons montrer que les relations (2) subsistent. Concevons 
autour de A un petit volume. Les masses attirantes sont alors par- 
tagées en deux parties, l'une un intérieure a ce petit volume, 
Pautre deux extérieure et dont nous désignerons respectivement 
les potentiels par V, et V,. On aura 


V=V:i+ V2 et aussi X = X,+ Xe, 


en décomposant la composante X en deux parties, l'une X, rela- 
tive 4 la masse un et l’autre X, relative a la masse deux. 
On prend, dans le volume wn, un second point A’ de coordon- 
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nées (x + Ax, y,5); soient V’, V', Vj, les valeurs du potentiel 
relatif 4 A’ pour le volume total et les volumes unet deux. Nous 
avons 


Se a es ee oe gr ¥ 
Or a = X2, quand Aw tend vers zéro. Etudions le quo- 


tient 
Mar — Va 
Ag 


En désignant par r et 7’ les distances d’un point variable du 
volume un aA et A’, ona 


Wi an ff Ailes Mae 
Sys =f. Shee (57 eh 


el comme 


I I [ I I I : 
| ic (F-3) Sa<ilat a) car diet io aS rh! 
Az i Tf 2 \T* f= 
il s’ensuit que 
Literal |, 2 ee 2 at ee 
Ax 2. r2 r 


Or 


[ff iee =f f fesinoar ddl < 4x0, d, 


o, désignant une limite supérieure de la densité autour de A, et 
d \a distance maxima de A a la surface limitant le volume wn. Si 
done D désigne la plus grande corde de cette surface, on aura 


esi 0 

et Pon peut prendre le yolume wn assez petit pour que D soit infé- 
rieur a toute quantité donnée. D’autre part, si ce volume est assez 
petit, X» différe de X d’aussi peu qu’on veut. Donec 


v'—V 
Age 


ATTRACTION ET POTENTIEL.- 167 


a une limite, et cette limite est X. Les relations 


ie kee | eV 


he toe Pa, Se a ety 
Ox : 


subsistent donc pour le point intérieur ('). 


4. Nous avons yu que la fonction V et ses dérivées partielles 
du premier ordre sont continues pour toute valeur de x, y et s; 
il n’en est pas de méme pour les dériyées du second ordre. Pour 
approfondir la nature de ces dérivées partielles, nous allons effec- 
tuer sur les dérivées du premier ordre la transformation employée 
par Riemann (Schwere, Electricitét und Magnetismus, Han- 
nover, 1880). 

Les dérivées du second ordre sont évidemment continues pour 
Pespace extérieur aux masses attirantes. Montrons qu’il en est de 
méme a l’intérieur; c’est pour la surface de séparation seulement 
qu il y aura une différence, au point de vue de la continuité, entre 
les dérivées du premier et du second ordre. 

D’aprés ce que nous avons établi au paragraphe précédent, 


fe ° fe 1 
non ate 
Beppe, aaa as | / / give) are 
Ox i re 3 : oe Sy ae Ja 


Décomposons le volume des masses attirantes en deux parties : 
Pun comprenant a son intériear le point (a, 7, 3) et n’ayant aucun 
point commun ayec la surface de séparation, l’autre formée du 
reste du volume. 

Soient V, le potentiel di a la premiére partie et V2 celui qui 
est dd a la seconde partie. 

V. et toutes ses dérivées partielles seront des fonctions con- 
tinues de Z,V, 5; nous n’avons donc a nous occuper que de V,. 
Nous supposerons que o ait des dérivées partielles du premier 
ordre par rapport a a, b, c, a lV’intérieur du yolume des masses 
atuirantes. Nous ne faisons aucune hypothése a cet égard pour la 
surface méme; c’est pourquoi nous avons fait la décomposition 
des volumes un et deux. En intégrant par parties, on pourra 


8 8 


(*) Cette démonstration est due 4 M. Bouquet. 
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a) t= ff Peosads+f f fs Se da db de, 


“Lents! ? . Rann i} 
gz désignant l’angle de la normale intérieure avec l’axe des z. 


écrire 


L’intégrale double est étendue a la surface ¥ limitant le volume 
un, et Vintégrale triple 4 ce volume lui-méme. Sous cette forme, 


. OV, PATON = - =; 
on yoit que >— aura des dérivées partielles du premier ordre, 


puisque l’intégrale triple, qui figure dans son expression, est un 
potentiel, la distribution de la matiére correspondant seulement a 


ae aay . 3 elke ; 
la densité = au leu de correspondre a la densité o. Il en résulte 


que les dérivées secondes de la fonction V (x,y,z) sont con- 
tinues a Vintérieur des masses attirantes. Nous allons voir dans 
un moment qu’elles sont discontinues pour le passage a la surface 
de séparation. 


II. — Formule de Poisson. — Propriétés caractéristiques 
du potentiel. — Attraction d’un ellipsoide. 
5. Nous avons yu que, pour un point extérieur aux masses alti- 
rantes, on a 
AY ==0. 


Sile point est intérieur, on a, 0 étant la densité au point (2, y, =) 
‘ 
pour lequel on prend le potentiel, 


AV =— 4p, 


Bor7s ‘ ; ° 
formule célebre due a Poisson, et que nous nous proposons 
maintenant d’établir. 


Reprenons le potentiel V, du § 4; ona 
VieraNG 


puisque AV, = 0, le point (x, y, 5) étant extérieur au volume au- 
quel se rapporte le potentiel Vy. Or 


WV: 
2 Bal f feosade+ ff [> 3 da db ae; 
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par suite, 


I 
ozV, ro 
on? p> cosa ds aie ie ize ~ da db de, 


la seconde intégrale ayant un sens parfaitement déterminé. 


I 
d= 0 ms 
On peut encore écrire, en rémarquant que = =— 

Ox 


2 
=~ Rie: ee her liar ee 
da 0a 


et, par suite, 


{ I 
d~ = o= o— 
0p ° r Pee Pop 'r) 
AV s = pas wae fff (ee (2 da + 96 ont ac 0c, ah lo 


Or, appliquons la formule préliminaire de Green (§ 10, Chap. V) 
au volume limité par la surface 2 du volume wn, qui ne contient’ 
aucun point de la surface de séparation, et par une petite sphére > 
ayant pour centre le point (2, vy, 3); il viendra 


I 1’ 
do a= 
r + on do 
SIS a2 ae 0a ob 0b reas 0c a db de 


° { . ee Le . 
puisque - satisfait a | équation de Laplace. 


La premiére intégrale double est étendue a la surface ¥ et la se- 
conde a la sphére ¢; dans cette derniére, la direction de la normale 
correspond a l’extérieur de la sphére. Mais nous avons déja cal- 
culé cette derniére intégrale : on a 


quand le rayon de la sphére ¢ tend vers zéro. 
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Revenant donc a l’expression de AV,, nous voyons que 
et, par suite, 


2 étant la densité au point (x, y,z) pour lequel on prend le po- 
tentiel. 


6. Du théoréme précédent, on peut conclure la valeur trou- 
vée par Gauss de Vintégrale 


dV 
lfa® 


; . , ro ge Ce 
étendue a une surface fermée quelconque ¥, la dérivée 7 étant 


prise vers l’extérieur de la surface. 

Supposons d’abord que le volume limité par cette surface fermée 
soit tout entier A Vintérieur des masses attirantes. Les dérivées 
secondes étant continues, on peut appliquer la formule de Green, 


ffs foal Gate | ab AV dx dy ds 
AY 
Aids <, da =— 4nM, 


M étant la portion des masses contenues a l’intérieur de ¥. 
Cette formule est générale 4 cause de la continuité des dérivées 


qui donne 


el, par suite, 


du premier ordre et de ce fait que l’intégrale 


dV 
| SS in” 
ne change pas de valeur quand la surface ¥ d’intégration se déforme 
sans rencontrer de masses attirantes. 

Pour le montrer bien nettement, supposons d’abord que la sur- 
face 2, limitant toujours un volume intérieur aux masses attirantes, 
ait une ou plusieurs parties communes avec la surface de séparation. 
La formule subsiste, car, 4 cause de la continuité, on peut rem- 
placer ces parties communes par une surface intérieure infiniment 
yoisine. 

Dans le cas général, que la surface soit extérieure aux masses 
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atlirantes ou les coupe, on peut, sans changer la valeur de V’in- 
tégrale, remplacer les portions de & extérieures par les portions de 
surfaces qu’elles découpent sur la surface de séparation, et l’on 
est ramené alors au cas précédent. 


7. La formule de Poisson montre que, en général, les dérivées 
secondes seront discontinues pour le passage par la surface de sépa- 
ration, puisque AV passe brusquement de la valeur séro ala valeur 
— 4xo. Nous allons vérifier ce résultat dans le cas particulier d’une 
sphére homogéne. Soit une sphére homogéne de centre O et de 
rayon R. Calculons le potentiel di 4 son attraction sur un point A 
placé a une distance a du centre. Désignons par M un point quel- 


conque de la sphére a la distance 7 du centre; soient 0A = 9, 
u=AM, et uv Pangle fait par Vazimut MOA ayee un plan fixe 
quelconque passant par OA. Un élément de surface rdrd§ dans 
le plan MOA, en tournant autour de OA, engendre un anneau dont 


le potentiel sur A est 
o.2mr? dr sin§ dO 


u“ 


Nous devons done calculer l’intégrale double 


K 7 
sin§ dp 
27 [ Neil i oo" 


0 0 


Or, 


uw? = a?+ 7?— 2arcos0; 
par suite, quand v reste constant, 


sin dO a du 


u ar 


Nous aurons donc l’intégrale 


tes R 
5 Be if r dr f du. 
a 


sail 


Je n’ai pas écrit les limites pour w. Nous avons, en effet, pour les 
fixer, besoin de distinguer le cas ot le point est intérieur de celut 
ot il est extérieur. 

Soit d’abord le point extérieur. Pour une valeur de 7, w variera 
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entre a—reta-+r; donc 


et le potentiel sera alors égal 2 Here 


Il est donc le méme que si la masse attirante était concentrée au 
centre de la sphére. 

Si le point est intérieur, nous séparerons la masse attirante en 
deux parties : lune intérieure, l’autre extérieure a la sphére de 
rayon OA. Pour la partie intérieure, le calcul est le méme que plus 
haut, et l'on a 4xoa@? pour valeur correspondante du potentel. 
Pour la partie extérieure, uw varie entre 7 —a et r+ a, ce qui 
donne le potentiel 279 (R?— a?). Done, additionnant, 


Vea ine (Rt S): 


Nous avons ainsi pour le potentiel deux expressions analytiques 
différentes. On a, en désignant par a, vy, s les coordonnées de A, 
le centre de la sphére étant l’origine, 


Viz, 7,2) =270 (Re— 


m2 ye = 
= ? 


quand le point (2, y, <) est a Vintérieur, et 


quand il'est A l’extérieur. Les expressions et Jeurs dérivées par- 
tielles du premier ordre prennent respectivement les mémes ya- 
leurs sur la sphére de rayon R; il n’en est pas de méme pour les 
dérivées partielles du second ordre. 


8. Résumons les propriétés générales du potenuiel V(x, y, =), 
établies jusqu’ici. C’est une fonction continue dans tout lespace, 
ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre. Les dérivées 
secondes sont continues a l’intérieur et a l’extérieur des masses 
attirantes; la surface de séparation du milieu extérieur et des 
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masses atlirantes sera pour elles une surface de discontinuités. Nous 
avons en outre 
AV =< 
a Vextérieur, et 
AV =— 4T9 


a lintérieur des masses atlirantes. De plus, V(z, 7, 5) tend vers 
zéro quand le point (2, y, z) s’éloigne a Vinfini d’une maniére 
quelconque. 

Nous allons établir maintenant que ces propriétés sont carac- 
téristiques du potentiel. On suppose donc donnés un ou plusieurs 
volumes ¢ et une fonction V(x, 7, <) satisfaisant a toutes les con- 
ditions précédentes; 9 est une fonction également donnée de 
(x, y, ) 4 Vintérieur de chaque volume. Montrons que : 


V représentera nécessairement le potentiel en (x,y, 3) di a 
attraction d’une maticre répartie dans chacun des volumes, 
la loi de la densité étant représentée en chaque point par la 
fonction 9. 


Les masses qui viennent d’étre définies auront un potentiel V, 


et lon aura 
AV Os ou AV, =— 4x0, 


suivant que (2, 7, 3) sera 4 l’extérieur ou a Vintérieur. Par suite 
KEV es a 


que le point soit a Vintérieur ou a |’extérieur des volumes ¢. Nous 
avons done une fonction 
U=V—V;, 


continue dans tout l’espace, ainsi que ses dérivées partielles du 
premier ordre. Nous savons qu'elle a des dérivées secondes conti- 
nues et qu'elle satisfait 4 l’équation de Laplace en tous les points 
de espace, en exceptant seulement les surfaces E limitant les vo- 
lumes ¢. De plus U s’annule a linfini. 

Il est facile d’établir que /es surfaces fermées E ne peuvent étre 
pour les dérivées secondes des surfaces de discontinuité et que 
Péquation AU = 0 sera encore vérifiée pour les points de ces sur- 
faces. Considérons, a cet effet, une surface quelconque S compre- 
nant 4 son intérieur une de ces surfaces E, et deux autres surfaces 
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kK’ et E” trés voisines de E, lune extérieure et lautre intérieure 
4’ E. Soit M un point de l’espace compris entre S et E’; nous 


avons 


fos I I fe i I \ 
d— 4 d— 
I ae 1 dU I ( ey 1 dU 
— — J - - q J)—— — - —— + 
Um At IJ : dn ran a Ar i} ms dn r dn 


les dérivées étant prises dans les deux cas dans le sens des nor- 


males intérieures aux surfaces géométriques S et E’. D’ailleurs 


(Ch. VI, § 4) 


par suite, on peut écrire 


> swe 1! Bs 

Beall: fi 1 dU eee (por veo i 
OF r dn ee ey \ da r dn / “ 
> uf rl \ 
d- 
I ( tis . au ) : 
~ ir [eg = 
E’ 


mais, puisque E/ e sont trés voisines l'une de l’autre, les deux 
, puisque E! et E” nt es | : 


~ 


derniéres intégrales, ot ne figurent que U et ses dérivées premiéres 
supposées continues méme pour les points de la surface E, seront 
trés peu différentes Vune de l'autre. Comme d’ailleurs leur diffé- 
rence est constante, elle doit étre rigoureusement nulle. Done 


\ 
d~ - 
1 dU 
PES Tn ath ale UaR “7 dn ae 


Si le point M est a Vintérieur de E, des calculs analogues éta- 
blissent que Uy est donnée par la méme formule. Mais la fonction U 
du point M, donnée par cette formule, est continue, ainsi que ses 
dérivées du premier et du second ordre, pour tous les points a l’in- 
térieur de S. La surface E n’est done pas une surface de singula- 
rités, et on a, méme pour les points de E, AU = o. C’est ce que 
nous yvoulions démontrer. 
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Revenant alors a la fonction U, nous voyons que U et ses dé- 
rivées du premier et du second ordre sont continues dans tout 
? _ ‘ 7 mc 
Pespace, et de plus on a toujours 


AU =o. 


Done d’aprés le théoréme du § 8 (Ch. VI), U se réduit a une 
constante qui ne pourra étre que zéro puisque la fonction devient 
nulle 4 Vinfini. Nous avons alors 


V = Note 


et la fonction V coincide avec le potentiel V,. 


9. D’aprés le théoréme précédent, on connaitra le potentiel dui 
a attraction d’un corps, sil’on a pu déterminer une fonction V sa- 
lisfaisant 4 toutes les conditions précédentes. C’est ce qu’a fait 
Dirichlet dans un de ses Mémoires pour le cas de l’ellipsoide ('). 
Soit Vellipsoide représenté par l’équation 


x? y2 3g? 
(E) a ae aor eee 


Supposons-le rempli d’une mati¢re homogéne de densité 9. Nous 
allons former a priori une fonction V(x, v, s), qui jouira des 
propriétés indiquées et devra, par suite, représenter le potentiel dt 
a lattraction de cet ellipsoide. 

On sait que, si l’on considére l’équation en uw, 


3 x v2 Z2 b 
ee - -+ = (x. > €); 
‘?) atu bu cu Ue Oe 
elle a trois racines réelles comprises entre — a? et — b?, — b? 


et —c?, —c? el +o. 

Si le point (x, v, s) est a Vextérieur de lellipsoide, la racine 
supérieure 4 —c® est positive. Nous allons désigner par uv une 
fonction de x, y, z, quisera nulle quand ce point sera a l’inté- 
rieur de l’ellipsoide et sera égale a la racine positive de l’équa- 
tion (3) quand il sera a l’extérieur. 


(') Journal de Crelle, t.'32. 
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Dans ces conditions formons l’intégrale 


a+ bt+)h chad D 
s V(a?-+- A) (62+ A)(e2 +d) 


V=nrabco 


V est une fonction de x, y et s: elle représente, nous allons I’éta- 
blir, le potentiel dé a attraction de lellipsoide. 

Cette fonction est d’abord évidemment continue dans tout l’es- 
pace et s’annule a l’infini. La régle de différentiation sous le signe 
Wintégration donne de suite, sile point est extérieur, 


7 —22 


OV anes at+i 
02 ; 


dh 


Va? 1)(62+ 2)? Dd) 


atu bu c24+-U) 


—xabcp 


V(a2?+ u)(b?+ u)(e?+u) 


OV S dh 
Ig =~ ar abepe | = 
Ox (a2-+ d)V(a?-+ A) (62+ 2) (c?+ A) 


ou 


La méme formule convient pour le cas ot le point est a l’inté- 
rieur, en prenant alors, comme nous lavons dit, w= o. Cette dé- 
rivée est continue dans tout l’espace. 

Passons aux dérivées secondes; on a, en supposant le point 


exlérieur, 
02V a dh 
—, = 2tabeo =i ee 
oe (a?-+ 2)V(a2+ d) (BB+ I) (e8+ I) 
a Ow : 


es a+ u Or 
V(a2+ u)(6?+ u)(c?+ uw) 


? 


td | ory ey, 
et des expressions analogues pour — oy Cte a" 


En faisant la somme AV, on rencontre l’intégrale 


a Pe eS a 
if @+h' BA” +X (a2?-+))( 62+ )(e? +A) 
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2 


dont la valeur est trouvée de suite égale a ; 
V(a?+ u)(6?+ uw) (c?+ u) 


si lon remarque que la quadrature indéfinie 


ees pga Mie Rl Yoda oe 
a@+h 62+) c+ V/(a? + )(62+ A) (c2+ A) 
2 


V(at+ h) (62 + 2) (ce? + ry 


De plus, 
x du y Ou | 3 


— =4 — + 
a+udxr b+udy ci+t 


=+2, 


comme on le yérifie en dérivant successivement |’équation (3) par 
rapport a7, y, 3, et en ajoutant aprés avoir multiplié respective- 


, , oh gan e i) VY 5 
ment ces équations dérivées par eae ea 
au bu c+1 


* Nous aurons 


done 
> 


AV = 2tabcp (= —— 


V(a?+ u)(b?+ u)(c?+ wu) 


2 \ 


a = 0. 
V(a?+ u)(b?+ u)(c?+u 2 


Le point a été supposé extérieur. Si le point est intérieur, il 
du du du fe 
faut supposer | cd cate em et faire w==0. On a alors de 
suite 
AV =—4r 


LS) 


La fonction V représente donc le potentiel de Vattraction 
due a Uellipsoide E. 


III. — Attraction d’une couche superficielle. 
Théoréme de M. Bertrand. 


10. Nous terminons cette étude sur l’attraction par l’examen d’un 
~ eas qui se rencontre fréquemment dans les applications. Considé- 
rons une surface fermée S, et une surface S! infiniment rapprochée 
de la premiére. Soit dz un élément de 5; menons la normale a 
cette surface en un point de l’élément dz, et désignons par ¢ la 
longueur de cette normale comprise entre S et S’. Le cylindre 
ayant pour base de et pour hauteur < a pour volume eds; si 0 
P.—I. 12 
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désigne la densité de la matiére formant cet élément de volume, 


Ja masse de celui-ci sera 
dc. 


o7 


¢ 
& 


Nous poserons ¢6 = 9, et, faisant tendre S’ vers S, nous allons 
supposer que le produit <6 tende pour chaque point de la surface 
vers une limite déterminée. Nous concentrons ainsi la masse de 
Vélément de volume sur |’élément de surface do; c’est une fiction 
analogue a celle par laquelle on concentre une masse déterminée 
en un point matériel. La masse attirante va donc étre supposée 
concentrée sur Ja surface S, avec la densité superficielle p. II 
pourra étre utile, dans certains cas, de revenir a lorigine méme 
de cette notion. 

Le potentiel di a V’attraction d’une couche superficielle sera 


me ods 
= - 5) 
& ie 

étendue ala surface S, r désignant toujours la distance du point 


attiré A de coordonnées x, vy, 3 a l’élément ds. Quand le point A 
ne fait pas partie de la surface S, V est éyidemment continue 


lintégrale 


ainsi que ses dérivées partielles, et l’on a 


bee, ey = ov 


X, Y, Z désignant les composantes de l’attraction de la couche 
sur A. Le potentiel V est encore parfaitement déterminé quand le 
point est sur la surface et ne cesse pas d’étre une fonction con- 
tinue quand A traverse la surface. Pour le montrer, tracons sur 
la surface ne petite courbe fermée y, et supposons que le pied M 
de la normale menée du point A a la surface tombe a lintérieur 
de cette courbe. Prenons comme axe des = la droite MA, 

point M étant Vorigine, et deux axes rectangulaires quelconques 
dans le plan tangent a la surface en M. Le potentiel sera repré- 


senté par 
jf @2eee edrdy Vi-p?+ 7? cs 
V2er+ 2+ (2—h) 
en posant 
Oz Oz 
MA=A, Peteg 2 ay 2 


? 
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Nous n’ayons 4 nous préoccuper que du potentiel du a lattrac- 

tion de laire limitée par y. L’intégrale précédente doit donc étre 

étendue a la projection de cette aire sur le plan des zy; mais 
cette intégrale est moindre que 


fe peter? 
e+ y? 


et, par suite, en prenant les coordonnées polaires R et 4 dans le 
plan (xy), moindre que 


a8 odR di /i1+ p?+ q?, 


intégrale qui sera trés petite si l’aire limitée par y est trés petite. 
Done, quand le point A traverse la surface, le potentiel V ne 
cesse pas d’étre une fonction continue. 


Il n’en est pas de méme pour les dérivées partielles, qui cessent 
d’avoir un sens quand le point est sur la surface. Sans m’arréter 
sur cette question, je veux seulement faire connaitre a ce sujet. 
une formule essentielle qui va étre trés utile dans la démonstration 
de deux théorémes qui termineront ce Chapitre. 


11. Considérons une surface fermée S et une couche étendue 
sur sa surface ; on la suppose telle que l’attraction, sur tout point 
intérieur, soit nulle. Dans ces conditions, le potentiel dd a l’at- 
traction de cette couche sera constant a l’intérieur et, par con- 
séquent, sur la surface S qui est dite alors une surface de niveau, 
c’est-a-dire une surface ot le potentiel est constant. Soit C la 
valeur constante du potentiel sur S$; 4 l’extérieur, le potentiel est 
une fonction variable avec la position du point (x, y, 3) et qui varie 
depuis la valeur C jusqu’a zéro, quand le point s’éloigne indé- 
finiment. Envisageons une surface de niveau S! infiniment voisine 
de S et un élément do sur celle-ci. Par les points du contour de 
cet élément, menons des courbes orthogonales aux surfaces de 
niveau ; ces courbes formeront une sorte de surface cylindrique, 
et je considére le volume limité par ce petit cylindre et les deux 
surfaces S et S’. Appliquons a ce volume la relation générale de 


Gauss (§ 6) 
7 bbeke ON ds =— §nM. 
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Les termes de l’intégrale relatifs 4 la surface Jatérale et a l’élé- 
ment dz sont nuls, puisque le cylindre a ses génératrices nor- 
males aux surfaces de niveau el que, d’autre part, V reste constant 
quand on pénétre dans la surface. L’intégrale se réduit done a 

4 dv Py ee ; ‘ : 
Vélément a dz relatif 4 élément do’ découpé sur la surface S’ 

ait 
par le cylindre. D’ailleurs, on a (§ 10) 


M=<cids=?dz, 


el, par suite, l’égalité précédente se réduit ici a 


—— ds' = — 470 do 
dn a 
: - a ds' Soo 
Or, faisons tendre S’ vers S, le rapport a tend vers lunité, et 
is) 
il nous reste 

Rice Fray) 
i eae 


ir 


; Ad : TV - . 
formule capitale ow il faut bien entendre que ah représente la li- 
dn 


mite de la dérivée relative a la normale extérieure pour la surface 
de niveau S’, quand celle-ci se rapproche indéfiniment de S. 

Voici une conséquence intéressante de cette formule. Suppo- 
sons que l’on ait, sur la surface 5, deux couches différentes 
n’exercant aucune action a l’intérieur. Soient, en chaque point, 
o et 9, les densités superficielles pour ces deux couches, V et V, 
les potentiels qui leur correspondent. V et V, auront chacun une 
valeur constante sur la surface, soit m le rapport de ces deux 
constantes. Les deux potentiels 


V, mV; 


auront la méme valeur sur $; ils devront donc coincider a l’exté- 
: = awe 
rieur (§ 7). Donec, pour chaque élément, nous ayons 


oh eh 
dn dn’ 
et, par suite, 
P= mp1. 


Les deux densités sont dans le méme rapport en tous les 
points de la surface. 
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12. Je considére maintenant une famille de surfaces 
Vilzy 7, 2) = coust., 


la fonction V satisfaisant 4 ’équauon AV =o, a l’extérieur d’un 
? 
certain volume P, et s’annulant a l’infini ainsi que ses dérivées 
artielles comme un potentiel. On suppose, de plus, que, C€ variant 
I , de plus, que, 
depuis une certaine valeur y jusqu’a zéro, les surfaces 


(4) Vie;y¥,s)=C 


soient des surfaces fermées, enveloppant entiérement le volume P. 
Prenons une de ces surfaces et étalons sur elle une couche dont 
la densité en chaque point soit inversement proporuonnelle a la 
distance a la surface infiniment voisine. Nous allons établir que : 


Laction de cette couche, pour tout point qui lui est intérieur, 
est nulle, et que, pour les points extérieurs, les surfaces de 
niveau sont les surfaces de la famille considérée. 


Tout d’abord, nous pouvons prendre comme expression de la 


densité 
F .aV 


he eee 
4x dn 


~o 
II 


expression inversement proportionnelle 4 dn, puisque, quand on 
passe d’une surface a la surface voisine, dV est constant. Soit A 
un point intérieur 4 la surface S définie par l’équation (4), la for- 
mule de Green, appliquée pour le volume indéfini extérieur a cette 
surface, nous donne 


ff yh) 
a- 
r av Role Ses 
ie (i an siamo 


Or, sur la surface, V a la valeur constante C; done 


I dV ds 
c=— a= pe. 
Ar een 


Ainsi, quel que soit le point A intérieur 4 5S, le potentiel du a 
Vattraction de la couche étendue sur S est égale 4 la constante C. 
L’attraction de cette couche est donc nulle sur tout point in- 
térieur, | 
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Appliquons encore Ja formule de Green, mais en supposant le 
point A extérieur 4S. Nous aurons 


, 
1 dV tle Lffis dv 
redn:. dad, oe r me 


ce qui montre que le potentiel da a l’attraction de la couche est 
égal, au point A, a la valeur V, de la fonction V(z, y, =) en ce 
point. La famille des surfaces, dont nous sommes parti, donne 
donc les surfaces de niveau. 


Le théoréme précédent est un cas particulier d'une proposition 
plus générale donnée par Green dans le Mémoire que nous avons 
déja cité. Elle a été retrouvée postérieurement par Chasles. 


13. On doit 4 M. Bertrand un théoréme qui est, en quelque 
sorte, l’inverse de la question précédente et que des considéra- 
tions géométriques avaient conduit l’éminent géométre a énoncer 
comme trés vraisemblable. On peut l’établir comme il suit ('): 

On a, je le suppose, une famille de surfaces fermées telles que, 
si l’on couvre une quelconque d’entre elles d’une couche dont la 
densité soit en chaque point inversement proportionnelle a la 
distance a la surface infiniment voisine, l’attraction de cette couche 
sur tout point intérieur soit nulle. Nous allons établir que, dans 
ces conditions, les surfaces extérieures a la couche seront pour 
elles des surfaces de niveau. 

Désignons par 


F237; 5) =) 


lune quelconque des surfaces. Si A désigne un point intérieur 42S 
et r sa distance a |’élément variable dz de cette surface, l’inté- 


grale 
a \ 
SS; (Z F cosa + Y cos + Leosy) ds 
ou encore 
(5) [f+ (z dy de +- TF dsde+ + az dy), 


(*) Comptes rendus, t. CVII, p. 984. 
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étendue aS, ne dépend pas de la position de A; le multiplicateur 
d oe d ; 
de est, en effet, dans la premiére intégrale a et est bien, par 
r dn 


suite, inversement proportionnel a dn. Or prenons deux surfaces 
S et S’ (S’ étant extérieur a S et correspondant a la valeur 4’ du 
paramétre); nous pouvons dire que Vintégrale (5), étendue a la 
surface intérieure de S et a la surface extérieure de S’, est indé- 
pendante de la position de A. Or cette intégrale, comme nous le 


savons, peut se remplacer par l’intégrale triple 


PIECED +26D +26 QD) eve 


étendue au yolume compris entre S et S’, laquelle est la somme 
de lintégrale 


(6) SSS; (3+ toe sa) dx dy dz 


et de lintégrale 


‘ : ¢ 0 
OR AuG. Ox oe 22) ae 7) id pave 


qui, daprés la formule préliminaire de Green, se réduit a 


ae 


et est par suite égale 4 4x(X/— A); car, f étant constant sur les 
deux surfaces d’intégration, nous sommes ramené a l’intégrale 
de Gauss. 

De la résulte que l’intégrale (6) ne dépend pas de la position 
de A. Or supposons maintenant )’ =) + dd, l’élément de volume 


dx dy dz se réduit a 


ds d). eh 
V (zs) (3) + @) 


_ £-VO-O-e 


ds dn = 


car 
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L’intégrale (6), en supprimant le facteur dd, se réduit alors a 


op ie tae vf 
VE (+S 


D’autre part, l’intégrale (5) peut aussi s’écrire 


o {VO eees 


Les intégrales (7) et (8) ne dépendent donc pas de la position de A 


a Vintérieur de S; il en résulte que (§ Hs le quotient 


ad Bae 2 


On oy? aes Ze 
0 2 Of 2 
Bere 
\ Ox oy Oz 
reste constant sur chaque surface; il est donc une fonction de 


I (@; Y, 3): 
Af 


La démonstration va maintenant s’achever facilement : de la 
of (22) 3 
Gai Nay) Nee 


(Z) 


relation 


(9) = F(f), 


on déduit immédiatement qu'il existe une fonction V de / satis- 
faisant a l’équation de Laplace. Soit, en effet, 


Vests); 


le calcul de AV donne de suite 


9 $8) (OB 


L’équation AV = 0 revient donc a 


dry 
Af ay 2s 


COAG Griese 


et la condition nécessaire et suffisante pour qu’on puisse trouver 


ee. ~~ 
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ou une fonction U(/) vérifiant cette relation ‘est que l’on ait liden- 


é (9). 
‘% eauation de la famille de surfaces 


i. S(@,¥,%)=4 


peut donc se mettre sous la forme 

Viey ys) = G, 
“ et, par suite, nous nous trouvons ramené au théoréme précédent. 
_ Toutefois une objection se présente; dans le cas actuel, nous ne 
evens rien sur la facon dont se comporte la fonction V(x, y, =) 
‘Pinfini. Mais cela importe peu, si l’on a soin de modifier de la 
maniére suivante le raisonnement fait au paragraphe précédent. 
nsidérons deux surfaces fermées S et S! 

OV tee ape Gy, 9 Via, , 2) Cl; 


meres S intérieur a S’. 


= ae 
eT avo I foe Lig KY : 
wig an Beis... 


rla premiére intégrale, la dérivée est prise vers l’extérieur de 
Baris: elle est prise vers l’intérieur dans la seconde. Mais V 
nt constant sur les surfaces d’intégration, la formule précédente 


aes UES: Pris ee toa 


Or la seconde intégrale, celle qui est relative 4 la surface S’, est 
lépendante par hypothése de la position de A. Done V, qui, a 
onstante prés, se réduit a 


ee 


ente ‘le potentiel au point A de l’action exercée par la 
“ale : 
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aug LV 
couche de densité — —- “ 


4 


étalée sur S. Les surfaces 
gm dn 
Via, 7, 3) = const. 


extérieures a la surface S sont donc les surfaces de niveau pour 
cette couche. C’est ce que nous voulions établir. 


14, Faisons une application au cas ot la famille considérée de 
surfaces est une famille d’ellipsoides homofocaux, 


x? ie} Zz 
= ate aie > 
az+h 62+ c2?+iX 


I. 


En désignant, pour des valeurs données de x, y, 3, la plus 
grande racine de cette équation par A, nous devons calculer 


(/ Oh\* @ 2 pe 2 

Ox oy oe \ 0% 

Or, en différentiant successivement par rapport a 2, y, 2, on 
On Od 


trouve immédiatement —, —, 
dx Oy OZ 


et finalement, pour l’expression 


précédente, 
2 


\/ ax A ye gr 
(a2+)2 (62+)? (ce? +A)? 


En particulier, pour l’ellipsoide correspondant a 4 = 0, la loi de 
la densité, en supposant celle-ci inversement proportionnelle a la 
distance a la surface infiniment voisine, pourra étre représentée 


par 
x 2 ZA 
a* + ct 


Je dis que pour une telle couche l’action sur un point intérieur 
est nulle. Pour l’établir, nous aurons recours a l’artifice suivant: 
Imaginons un second ellipsoide homothétique, concentrique au 
premier et extérieur, et supposons que l’espace compris entre ces 
deux surfaces soit rempli d’une matiére de densité constante 6. 
Cette masse n’exercera aucune action sur un point intérieur A. 
Pour le voir, il suffit de considérer un céne d’ouverture infini- 
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ment petite d=, ayant pour sommet le point A. On sait que deux 
ellipsoides homothétiques détachent sur une méme sécante des 
portions égales, c’est-a-dire qu’en désignant par r, et r,, ry et ry 
les distances respectives du point A aux points de rencontre d’une 
sécante, passant par ce point, avec les deux ellipsoides, on aura 
my—r,=r,— ry. De cette propriété résulte immédiatement que 
les deux masses, découpées par le céne élémentaire dans le volume 
atlirant, exerceront sur le point A une méme attraction, qui aura 
pour expression 


bax f dr = 6d=(7r1—r2) = 8 dd(r), — 75). 


Soit maintenant 1+ « le rapport de similitude des deux ellip- 
soides, a étant trés petit. Appelons p la perpendiculaire abaissée 
du centre sur le plan tangent a l’élément ds du premier ellip- 
soide; le céne ayant A pour sommet et pour base ds découpera 
dans le yolume attirant un volume élémentaire égal a 


pads, 


car ps représentera la distance de deux plans tangents correspon- 
dants dans les deux ellipsoides homothétiques. La masse de cet 


élément sera donc 
puds, 


et la densité superficielle sur l’ellipsoide, comme il a été expli- 


qué (§ 10), sera proportionnelle ap. Or ona 


P= 


Nous retombons done sur la couche que nous avons obtenue 
plus haut. Pour une telle couche, dont l’action sur un point inté- 
rieur est nulle, les surfaces de niveau a |’extérieur seront, d’aprés 
le théoréme de M. Bertrand, des ellipsoides homofocaux a lellip- 
soide sur lequel est étalée la couche considérée. Cette remarquable 
proposition est due a Poisson. 
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IV. — Méthode de M. Robin pour la recherche d’une couche 
sans action sur un point intérieur. 


15. Nous terminerons ce Chapitre en faisant la recherche de la 
couche étalée sur une surface convexe et sans action sur un point 
intérieur. D’aprés ce que nous ayons dit plus haut (§11), cette 
couche est unique si l’on fait abstraction d’un facteur constant 
par lequel on peut multiplier la densité en chaque point de la sur- 
face. Ce probléme est du plus grand intérét, car il revient au pro- 
bléme de la distribution de l’électricité. Parmi les diverses méthodes 
proposées pour le résoudre, une des plus élégantes est celle de 
M. Robin (Comptes rendus des séances de l’ Académie des 
Sciences, t. CIV, p. 1834). Nous allons lexposer, en démontrant 
@abord une formule préliminaire, obtenue par cet auteur dans sa 
remarquable Thése sur le probléme de la distribution de l’élec- 
trite *): 


16. Nous considérons done une couche étalée sur une surface 
fermée convexe et n’exercant aucune action sur un point intérieur. - 
En un point fixe m sur la surface, je méne la normale n et je prends 
sur cette droite, al’¢ntérieur de la surface, un point m, infiniment 
voisin de m. L’action exercée par la couche sur le point my, est 
nulle. Evyaluons la composante suivant mm, de l’action exercée 
par la couche sur le point m; elle sera représentée par l’intégrale 


(10) ff Sta, 


ou 9 désigne l’angle fait avec la normale mm, par la droite joi- 
gnant le point malélément de. (On aura soin de ne pas confondre 
cet angle avec celui qui a été désigné par la méme lettre dans un 
Chapitre précédent.) L’intégrale précédente a un sens parfaitement 
déterminé; on s’en assure en prenant le point m pour origine et 
introduisant les coordonnées polaires avec lesquelles l’élément ne 
devient plus infini. En désignant de méme par 9, l’angle que fait 
avec m,m la droite joignant le point m, a I’élément do, Vinté- 


(*) G. Rosin, Annales de l’Ecole Normale, 1886 (supplément). 
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grale 


(11) [fe rg 


représentera la projection sur m,m de action de la couche en m,; 
cette intégrale sera donc nulle par hypothése. Formons la somme 
des intégrales (10) et (11); il est facile de l’évaluer. Partageons, en 
effet, la surface en deux parties, dont l’une est l’aire ¥ infiniment 
petite, découpée autour de m par une sphére de rayon infiniment 
petit 7’, ce rayon étant toutefois infiniment grand par rapport a la 
distance mm,. La somme des intégrales (10) et (11), relatives a la 
portion de la surface extérieure a Vaire X, est infiniment petite ; 
car, le rayon r une fois fixé, l’action exercée sur m, par cette por- 
tion de surface varie d’une maniére continue quand m, se rap- 
proche indéfiniment de m. Il reste 4 éyaluer la somme pour l’aire ¥. 
Liintégrale (10) a évidemment une valeur infiniment petite ; l’inté- 
grale (11) représente, 4 un infiniment petit prés, le produit par 
om de l’angle solide sous lequel on yoit du point m, Vaire ¥ : c’est 
ce qu'on voit nettement en introduisant l’angle 4 fait par la nor- 
male a l’élément dz et la droite joignant cet élément au point m,. 
L’intégrale peut s’écrire 


ee cos) ds ds 
° cosy rs a 
et, si l'on appelle p,, la valeur de 9 au point m, cette expression 


différera trés peu de 
cose, cost ds 
Pm Gos: Oey 
ve a ry 


co 
Or —— est trés voisin de l’unité; nous sommes donc ramené a 
v 


; cos ds 
iets 


Nous avons cette fois l’intégrale de Gauss. Le multiplicateur de 
Om est l’angle solide sous lequel du point m, on voit aire 3; il 
est donc trés voisin de 27, et nous arrivons enfin a la formule 


I 9 cose 
(12) Pm = =f ey ee 


puisque, coinme il a été dit, l’intégrale (11) est nulle. C'est une 
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équation fonctionnelle a laquelle satisfait la densité p, considérée 
comme fonction de point sur la surface, quand cette densité cor- 
respond a une couche sans action sur un point intérieur. 

Cette équation fonctionnelle définit complétement, aun fac- 
teur constant pres, la densité p. Pour le voir, reprenons le rai- 
sonnement précédent, sans nous appuyer, bien entendu, sur ce 
que l’intégrale (11) est nulle. De lexistence supposée de l’équa- 
tion (12), on tire précisément la conclusion que l’intégrale (11) 
est nulle ou, pour parler plus rigoureusement, qu’elle est infini- 
ment petite si le point m, est infiniment voisin de la surface. Ceci 
suffit 4 établir que 9 représente la densité d’une couche sans action 
sur un point intérieur. En etfet, considérons la surface S’, paralléle 
ala surface convexe donnée S, obtenue en portant sur la normale 
intérieure une longueur constante infiniment petite. En chaque 


: aoe aN : es , , 
yoint de S’, la dérivée “* du potentiel dé a la couche étalée sur S, 
I ; dn P 


est infiniment petite; or on a, d’aprés la formule préliminaire de 
Green, ot l’on fait U= V, 


PLP TRY (SY (Beaten f foe 


Vintégrale triple étant étendue au volume limité par S’ et intégrale 


s , | av . . . 
double étant étendue a cette surface. Or Tn est infiniment petit; ° 
; ae , 1V oV ov 
il en sera, par suite, de méme des dérivées partielles a jai 
Oz Oy 02 


en tous les points de Vintérieur. Ces expressions, indépendantes 
de la surface S’, étant aussi petites que ]’on veut, sont rigoureuse- 
ment nulles, et, par suite, V est constant a Vintérieur. La couche 
de densité 9 étendue sur S est done sans action sur un point inté- 
rieur; c’est ce que nous voulions démontrer. 

Faisons encore la remarque importante que la densité p d’une 
couche sans action sur un point intérieur ne peut s’annuler en 
aucun point de la surface convexe S. C’est ce que montre |’équa-~ 
tion fonctionnelle de M. Robin. En effet, cos¢ étant toujours po- 
sitif, les éléments de lintégrale (12) sont tous positifs et l’on ne 
peut avoir, par suite, p,,—=o. Il y aura certainement un certain 
nombre positif, au-dessous duquel ne descendra pas la densité o. 
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a 17. Nous sommes maintenant en mesure de résoudre le probléme 
sroposé. Donnons-nous une fonction quelconque f, bien déter- 
ée, finie et continue en tout point de S; pour fixer les idées, 
“nos — cette fonction positive en tous les points de la 


surface. Je forme la suite d’intégrales 


I f cos 
ti a = ff pr. £ de, 
a2 Sti cose 
2T r : 


fos, 
\ 


hy" oi 
4 


> 
Il 

~Ss 
> 

| 
B'S 
ra 
+. 

Q 


m sur la surface; avec cette fonction, on forme la seconde 
ale, et ainsi de suite. L’angle 9 a la méme signification qu’au 
phe précédent, c’est langle formé par la droite 7 qui va de 
élément de avec la normale intérieure en m. On va démontrer 
ie fy tend vers la densité p d’une couche sans action sur un 


tintérieur. 
Bee ah fe Eh als: 
27 Pp r2 
t 


h peut écrire 
Soient A le maximum, B le minimum du rapport oe En suivant 
Ja méme idée que plus haut avec M. C. Neumann, partageons la 


ce S en deux parties : l'une, #, pour laquelle la valeur de £ 
B 


ieure a ~~; ak: 6, pour laquelle cette valeur sera 


Pa 
a+ = On aura 


re ou égale a 
B 
an fica f fPS2de+ pre) la 
a 
re hee wonf fetta 
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ce qui peut encore s’écrire 


i PcosP 7 A—B Ge pcose 
Pg 2 Y/Y ed 7m : 
e 
Peon ee : ) so A —_— B 
an fi2Bf f 2 ds 4 - th oe ds. 
e Ss e 


cos9o 
Or nous avons yu que f ee ds = 29. 


Posons 


a 2 
On aura done 
epee on ae 
pe a1 are 
fisp, AB Ou, 
0 2 212 


Si 


Nous avons deux limites entre lesquelles est comprise ae pour 


un point m de Ja surface. Pour un autre point m’, nous aurions 


des inégalités analogues 


re A= 5 03 
—sAa— 1}? 
p 2) orp 
Sis gg AB tee 
er 2 270” 


les accents indiquant que les fonctions et les intégrales 4 sont 
prises pour le point mm’. 
Nous tirons des inégalités qui précédent 


A_fica_p_A=B (8 On ) 


Q Q 2 anp 279 

] =~) 0 
Pitas 6 a ah (ten. 
p) 9 2 2xp 2% 


Or il est évident que 
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chacun des termes est moindre que +; de plus, cette somme 
era supérieure a un nombre positif plus petit que Vunité. Il en 
st de méme de 

Q , %8 


4 mp qn! 


Me 
Nous en concluons, enfin, 


a 42) cua B)  (o<# <0) 


Ai,— By < p(A—B), 
Fn 


, en général, A,, B, désignant le maximum et le minimum de aie ; 


A, = By e*(A — B), 


done /, tend vers une limite pour chaque point m de la sur- 
ilest manifeste que le quotient 


tn = 
p 


d yers une constante, puisque la différence entre son maximum 
minimum tend vers zéro quand n augmente infiniment. 
Vinégalité précédente elle-méme montre que f, tend vers 
2 limite ; on peut, en effet, écrire 


fem el Le Ee ae; 


ant explicitement en ee sous le signe d’intégration, 
joyen des accents, que les fonctions se rapportent a Délé- 
>. Par suite, 


peal (5 a eset 
| pS ee cose 7 


seas wt(A —B); 
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nous avons donc 
| Fafa | = pe pA — By ee a a 


en désignant par p, le maximum de 9. 
Si Von écrit alors 


Vie = fo+ (fi— fo) +. +» (fn—Sfn-1): 


on voit que la limite de f,, existe bien et peut étre regardée comme 
la somme d'une série, dont les termes décroissent a la facon d’une 
progression géométrique décroissante. 

Il est done démontré que 


lim fn = Cp (pour n=), 


C étant une constante. Cette constante C ne peut d’ailleurs étre 
nulle, quelle que soit la fonction initiale 7, puisque, en particu- 
lier, si l’on prenait f=, on aurait C=1. La méthode précé- 
dente permet done d’obtenir la densité de la couche sans action 


sur un point intérieur. 
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CHAPITRE VIII. 


INTEGRATION DES SERIES. — SERIES ENTIERES. 


I. — Des séries uniformément convergentes. 


1. Les fonctions se présentant souvent en Analyse sous forme 
de séries, il serait extrémement utile d’avoir des régles qui per- 
missent d’effectuer ]’intégration ou la différentiation d’une fonc- 
tion ainsi représentée. On sait malheureusement peu de chose de . 
général sur ce sujet. Toutefois ’étude de ces questions a conduit 
4 bien préciser la nature particuliére de convergence de certaines 
séries dépendant d’un paramétre arbitraire. Soit 


Up(%) + Uy(L) +... + Un(@)+... 


une série dont les termes sont des fonctions continues d’une va- 
riable x ; la série est supposée convergente quand 


aszc=b, 


On la dira uniformément convergente dans cet intervalle, 
quand, étant donné a l’avance un nombre ¢, on peut prendre n 
assez grand pour que le reste de la série 


Rrn(@) = Uasi(@) +... 


correspondant au nombre n, soit inférieur en valeur absolue 4 ¢, 
quelle que soit la valeur de x dans Vintervalle (a,b). En dau- 
tres termes, l’approximation ne doit pas dépendre de la valeur 
particuliére de 2 que l’on considére. 
Il est facile d’indiquer des séries, convergentes dans un inter- 
valle, mais non uniformément convergentes ; soil, par exemple, la 
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série 
x x x 
1-2? Oat °" Gay 


elle est convergente pour toute valeur de x, mais elle n’est pas 
uniformément convergente dans un intervalle comprenant la va- 
leur z = o. Ona, en effet, 


if 
(G+ gr)n—l “ 


Ge es 


et on ne peut pas fixer n de telle sorte que R,(2) soit inférieur 
ae, x étant aussi voisin de zéro qu’on voudra. 


2. La notion de convergence uniforme ¢étant établie, on peut 
faire, sur la fonction représentée par la série, quelques remarques 
aussi simples qu’importantes. 

Tout @abord la fonction f(x) représentée par la série, uni- 
formément convergente dans Vintervalle (a, b), 


S(@) = Uy (@) + Uy (#7) +... + Un(@)+..., 


ow les termes sont des fonctions continues de x, sera elle-méme 
une fonction continue dans cet intervalle. 


Ecrivons 
J(@) = Up + Uy+...+ Unt Rp. 


Nous pouvons, par hypothése, prendre n assez grand pour que 
| Rp | <2, 2 étant quelconque dans l’intervalle (a,b), et ¢ dé- 
signant une quantité donnée a l’avance aussi petite que lon 


voudra. On aura donc 
j 
f(a’) —f(v%) = uy buy t...+ uy — (Up + Uy +... + Un) + RL — Ra, 


quels que soient x et a’, avec 
| R,— Ry | <a 2€. 


D’autre part, la fonction wy+ uy +...+ Un, formée d’un nombre 
limité de termes, est continue ; par suite, on peut prendre z’ suf- 
fisamment voisin de z pour que la différence 


(Uy + Uy +... U_) — (Up + Up +s... + Un) 


Was) Ss os 
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soit inférieure en valeur absolue a ¢, et, par conséquent, 
| f(z’) — f(x) | <3e, 


si 2’ est suffisamment voisin de x; la fonction est done continue. 


3. Montrons, en second lieu, que la fonction pourra étre 


intégrée en faisant la somme des intégrales de chaque terme 
de la série. 
Ona @abord 


[re dem frudeti.+ f unde +f Bala) ae 


_ et ® étant compris dans l’intervalle (a,b). Mais, n étant tou- 
_ jours fixé de la méme maniére, 


f rlayas 


_ ¢ étant aussi petit que l’on veut ; il en résulte que la série 


6 6 
ifs tg dare.ot f Un At... 
a a 


<e|B—2{, 


-Relativement a la dérivation de f(x), la régle n’est plus aussi 
mple. Supposons que les fonctions wu aient des dérivées ae 
e continues; la série 

duy du, din 


Sr a SE Se 


era pas nécessairement conyergente; telle est, par exemple, la 


rie correspondante a Up, = ies), mais, si elle est untformé- 


t convergente dans Vintervalle (a,b), on peut affirmer 
représente, dans cet intervalle, la dérivée de la fonc- 
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Soit, en effet, 


dug | duy _ dn 


o(r) = — +... +... 
g (+) dx dx dx 


on aura, d’aprés le théoréme qui vient d’étre établi, 
x 
af g(a) dx = (uy— up) + (uy—ut) +...+ (Un— Uh) +.-., 
a 
u* désignant la valeur de u,(z) pour z=«; or la série dans le 


second membre représente la différence des séries 


Uo = Uy 30 + py. 6 
et 


ug tug... t+ uy+... 


On a, par suite, 
M 4g 
fla) — f o(@) dx =u} +uf+...+ugte.., 
a 


ce qui montre bien que f(z) a pour dérivée o(x). 


La notion de la convergence uniforme s’applique aux fonctions 
d’un nombre quelconque de variables. Soit, par exemple, 


U( L,Y) = Uy (L,Y) + Uy (2, y) +... + Un(@, y+... 


une série dont les termes sont des fonctions continues des deux 
variables x et y quand le point (2, v) est a Vintérieur d’un con- 
tour A. La série sera uniformément convergente dans ce contour, 
si l’on peut prendre n assez grand pour que le reste de la série, 
relauf au, nombre n, soit moindre qu’une quantité donnée a 
Vavance ¢, quel que soit le point (a2, yv) dans le contour A. Le 
théoréme relauf 4 Vintégration s’étend de lui-méme ; si Y désigne 
une aire contenue dans A, on aura 


J fecanae dy = _fvles yy ae dy 1.64 if ualesy) der dy + ..., 


les intégrales doubles étant étendues a l’aire ¥. 


Nous nous bornerons 4 ces généralités ; nous allons les appliquer 
a une classe de séries qui jouent, dans la théorie des fonctions, 
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un rdle capital, je veux parler des-séries ordonnées suivant les 
puissances entiéres et positives de la variable. 


II. — Des séries ordonnées suivant les puissances entiéres 
et croissantes de la variable. 


5. La formule de Mac-Laurin conduit a considérer des séries 
ordonnées suivant les puissances positives et entiéres de la va- 
riable. Prenons, a priort, une telle série 


(1) Ay + 0 + Age? +...4+ Ayn2"+..., 


ou les a désignent des constantes. Abel a donné, relativement a 
ces séries, deux propositions importantes. Désignons, d'une ma- 
niére générale, par A, la valeur absolue de a@ et, par X, la valeur 
absolue de x. Le premier théoréme d’Abel est le suivant : 


Si, pour une valeur x29 de x, on a, quel que soit n, 


A,X? <M, 


~ 


M étant un nombre fixe, la série sera convergente pour toute 
valeur de x inférieure a Xo en valeur absolue. 


Je dis, en effet, que la série 4 termes positifs 


Aot+ A,X... A,X”? +... 


sera convergente, si X << Xo. On le voit de suite, en remarquant 
que les termes de cette série sont moindres que ceux de la série 


xX 2, a 
M-+M(x-) +.+M (x) Se 


évidemment conyergente. La série (1) est done convergente quand 
on remplace chaque terme par sa valeur absolue, si 


elle est donc elle-méme conyergente. En entendant par série ab- 
solument convergente une série dans laquelle la série des valeurs 
absolues des termes est convergente, nous pouvons dire que la 
série est absolument conyergente pour toute valeur de z de mo- 
dule moindre que Xo. 
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Un cas particulier intéressant est celui ot: la série convergerait 
pour 2 = 2; dans ce cas, A,X} tend manifestement vers zéro 
quand nr augmente indéfiniment, et nous pouvons appliquer le 
théoréme précédent. Si donc la série converge pour x = 2p, elle 
converge pour toute valeur de z telle que | z | < | x9 |. 

Soit, pour fixer les idées, x9 posiuf; si la série (1) converge 
pour x = 9, elle convergera, d’aprés ce qui précéde, pour toute 
valeur positive de a inférieur a 7). Nous allons montrer, d’aprés: 
Abel ('), que cette série est uniformément convergente dans 
Vintervalle (— l, xo), la quanuté positive / étant inférieure a x9. 


6. Pour établir cet important théoréme, établissons d’abord un 
| ’ 
lemme préliminaire : 


Soient un nombre quelconque de quantités positives décrois- 


santes 
fo, &4, eeey Ep, 


et un méme nombre de quantités réelles quelconques 


Won eA eteitg tons 


Supposons que les sommes 


So = U, 

S$; = UWy+ 4, 

Sy = Up + Uy,+ Ua, 
Susie abana eV ane eenss at th 


Sp= Up t+ UW +...+ Up 


sotent toutes comprises entre deux nombres A et B, je dis que 
; 
la somme 


(2) Ey Ug + &4Uy +... + Epp 
sera comprise entre Aco et Bey. 
in effet, nous pouvons écrire 


Uo = So, U; = $4— So, eee gy Up = Sp — Sp-13 


(') ABEL, OLuvres compleétes, t. I (Mémoire sur Ja formule du binéme). 
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la somme (2) sera donc égale a 


So (€9— &1 ) + $4(€4 — Eg) +...+ Sp—1(Ep—1— Ep) + SpEp. 


Toutes les différences entre parenthéses sont positives; si, a la 
place des s, on met A ou B, on aura des limites inférieure et supé- 
rieure de la somme (2), ce qui nous donne 


A eyo < Ep Ulg+...+ EpUp< Béo, 


ce qui démontre le lemme énoncé cet 


(') De ce lemme d’Abel, M. Bonnet a déduit une forme importante de I’inté- 
grale 


[ Piety) ae ah); 


en supposant que 9(2) varie dans le méme sens de a a b. Supposons 9(2z) po- 
sitif et décroissant quand zw variedea ab. 
Cette intégrale est la limite de la somme 


J (@)¢9(@)(@,—a)+.... 
Or cette somme, d’aprés le lemme d’Abel, est comprise entre 
Ag(a) et B¢(a), 
en désignant par A et B la plus petite et la plus grande des sommes 


S(a@)(2,— a), 
F(a) (2,— a) ++ f(2,)(2,— 2%,), 


Passons a la limite; on voit que Vintégrale proposée sera comprise entre 
A,e(a) et B,9(@), 


A, et B, désignant le minimum et le maximum de 


xr 
5 fi (#2) dz, 
Ya 


quand w varie entre a et b. On peut donc écrire, et c’est le théoréme de 
M. Bonnet, 


b E 
[ Hx)9(a) adw= (a) f[ f(z)de (a <8 <0). 


a 


Dans le cas ott 9(2) serait positif et croissant, on démontrerait de la méme 
maniére la formule 


b b 
ff 129 (x) ae = (0) f fla)de (a<t<d). 
a Ee 
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Arrivons maintenant a la démonstration du théoréme; il suffira 
évidemment de l’établir pour Vintervalle (o, z,). Par hypothése, 
la série 
Apt aX... + aAnxe-+... 


est convergente; on peut donc prendre 7 assez grand pour que 


Anti... Antpxg? 


soit compris entre — % et + 4, quel que soit p, « étant une quan- 
tité donnée a Vavance aussi petite que l’on voudra. Or, dans la 
série 

Ay 0+... + Anzr"-+..., 


la somme de p +1 termes, a la suite du ni*™’, peut s’écrire 


xa\h a\nri a \ n+p 
3 anak (2. Sy? gerd | Eye Ai aohtp ( ; 
( ) 0 \ Ho an+1“9 Xo n+p“o Lo 
Appliquons le lemme précédent, en supposant que les ¢ soient les 
* 5 a\n zw \ nr ht 
puissances successives (—) , (=) > +22 eb que Up Gpai,s 
Lo any 


Uy = Any, x5*', .... Les sommes 5, 5, .«- correspondantes se 


ront toutes comprises entre —a et + a. La somme (3) est done 


comprise entre 
\ 2 


Fa RL x& 
—«(= et +a(2)" 
Ly aay 
el, par conséquent, entre —a et +-a. Donec, guel que soit x dans 
Vintervalle (0, xo), le reste 


Rr(@) = Qn 2" Aner... 
de la série 
Apt A,2—-..-+ Anxv"+... 
; 


sera compris entre —a et +a. La série est par suite wnifor- 
mément convergente dans cet intervalle. C’est le théoréme 
d’Abel; Villustre géométre l’énonce autrement, en insistant par- 
ticuli¢rement sur le point suivant : lorsque x tend vers 2p, la li- 
mite des valeurs que prend la série entiére est précisément la va- 
leur de la série pour «=». Avec nos locutions, ceci revient a 
dire que la convergence uniforme s’étend jusqu’a la valeur limite x» 
elle-méme; c’est ce que nous venons d’établir. 

Le théoréme d’Abel est d’un grand intérét; la remarque sui- 
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_ yante en fera bien comprendre toute Ta valeur. Dans une série, 
dont les termes sont des fonctions continues de 2, 


tig = ty = 3 3 Ug as ss 


et qui converge pour les valeurs voisines de 2 et pour 2p elle- 
_ méme, il peut arriver que la limite des valeurs de la série quand x 
tend vers 2 ne soit pas égale a la valeur de la série pour « = x9. 

- Ainsi prenons la série 


sinoxr sin3a 
a 


sin 7 — apg 8 


on démontrera, dans le Chapitre suivant, qu'elle représente = 
lorsque x est compris entre — x et + 7. Lorsque x tend vers x, 
il est évident que la limite des valeurs de la série est *, et cette 
eur nest pas égale a la valeur méme de la série qui est séro 


a TTC. 


Indiquons quelques applications du théoréme précédent. 
sque x est compris entre —1 et +1, la formule de Taylor 
nne le développement 


m(m—t1) 
1 


G+ ar7)"=1+ mx =- Ba... 


m(m—t)...(m—n—-1) 
oh, enh 


Tl, aise 


Lorsque x tend vers un, le premier membre tend vers 2”. La 
série du second membre, pour x = 1, représentera done 2” quand 
» sera convergente; c’est ce qui résulte du théoréme d’Abel. 
s avons donc a chercher dans quels cas la série 


\ 

m(m—t m(m—r)...(m—n-+I 

ee m(m —*)..-(m — 2-41) 
; 132 Tas. we9? 


cc 1 ivergente. 
e rapport d’un terme au précédent est 
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Si done m +10, les termes ne peuvent décroitre indéfiniment 
et la série diverge. 

Soit done m >> — 1. A partir d’une valeur suffisamment grande 
de n, la valeur absolue du rapport d’un terme au précédent sera 


m+, 
2 


Vu 


la valeur absolue des termes ira donc en diminuant; de plus, les 
termes seront alternativement positifs et négatifs. Nous aurons 
donc montré que la série est convergente si nous établissons que 
le terme général tend yers séro. Prenons la série des valeurs ab- 
solues des termes, soit 


Uo, U,, e0eg Un, cee. 
ona 
Unsa m-+I 
Us 5 rn 


Considérons, d’autre part, la série 
Vor Ui eee 


7 


ae I aA 
OUly ,a= pel dans cette série, le rapport d’un terme au précé- 


Vast ( I aa m+r (m-+i1)\(m+2) 1 ( ) ee 
—— = =] = rae Use 


n nu Li n> n 


en développant par la formule de Taylor et s’arrétant au second 
terme. Le reste est positif, donc 


' Vn Un 


inégalité d’ou lon conclut de suite 


n 
Un+p = Vantp ie 
Van 
Laissons n fixe et faisons croitre p indéfiniment, V,,, tend vers 
zéro et par suite U,4p. 
Done le terme général 


m(m-—t)...(m—n+1) 
Led eie 


(m+1> 0) 
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tend vers zéro quand n augmente indéfiniment. En résumé, la 
- série (4) est convergente et représente 2” quand m est supérieur 
a —1. 

On établira, par des considérations analogues, que la série du 
_bindme est conyergente pour x ——1, quand m est positif. La 
-somme de la série est alors égale A séro. 


- 


° 8. Abel a donné une régle intéressante concernant Ja multipli- 


_ cation des séries; elle se déduit trés élégamment de son théoréme 
DP eslesif aux séries entiéres. 

_ Rappelons d’abord le théoréme suivant, da a Cauchy : 

Si on a deux séries absolument conyergentes 


. 
S = Up + Uy+ Ug+... + Upt..., 
S’= 0) +9, +g +... + On +..., 


la série 
OA 
: S= Uy Vo + (U9 y+ U1,9)+- ® s+ (Up Pa by Pay. Uno) Sa 


| convergente et égale au produit des deux premiéres. Ce théo- 
est méme exact, si l’on suppose seulement foie des deux 
séries soit absolument convergente; c'est ce qu’a fait voir 
. Mertens (Journal de Crelle, t. 79). 

el, dans son énoncé, ne suppose pas que les deux séries (S) 
S/) soient absolument convergentes. La série S" pourrait alors 
e divergente ; mais, et c’est la le théoréme, sé elle converge, elle 
yrésentera le produit des deux premicres. 

_ Formons en effet les deux séries 


LT =U Wyr+. a. Unt? -+-...; 


D=y+%Y BA Ace cls, 


sont convergentes, par hypothése, pour z= 1, et elles sont 

lument convergentes quand |z|< 1. En appliquant la régle de 
ication de Cauchy, on a 

a. 


BB! = tty Vo + ( tp 04 + ey 70) +... (Up Pn-+--- + Un) E+... 


que cette derniére série converge pour z=r1. Sa 
ur 2 == 1 est done la limite des valeurs qu’elle prend 


206 EQUATION DE LAPLACE. — DEVELOPPEMENTS EN SERIES. 
quand a tend vers wn. Mais SY! tend vers SS’: on aura done 


So =e 


La troisiéme série est bien le produit des deux premiéres. 


9. Revenons a la théorie générale des séries entiéres. Une telle 
série 
J( 2) = Qo + ae +... + ay,x+... 
converge nécessairement dans un certain intervalle (— L, + Lb), 
les deux valeurs limites étant exclues. De plus, dans tout interyalle 
(a, 6) compris dans celui-la(« et 6 étant distincts de — Let +- L), 
la convergence est uniforme. Soit, en particulier, l’intervalle 
(0, x), ou |a2|<L; le théoréme du paragraphe (3) nous permet 
d’écrire 
Gye angers 


[ flo) de = ae = Feet — eee 
0 


pt 7. =—T 
Considérons maintenant la série formée avec les dérivées 


Ay + 2490 +...4+ Nay e-1+.... 


— 
Or 


Let+ L. Soit en 
effet x» distinct de la limite + L, mais aussi voisin d’elle que l’on 


Je dis que cette série est convergente entre 


voudra, on aura 
A, <M, 


M étant indépendant de n. La série 
A, +2A,X+...+nA,X"—1-+... 


sera conyergente si X < Zo. En effet, ses termes sont moindres 
que ceux de la série évidemment convergente 


Ce te brs NP Nero fotos Cig C2 LP a ne, Clea Wy 
Lo Lo ro 


La série (5) est done absolument convergente pour toute va- 
leur de #2 moindre que L en yaleur absolue, et, d’aprés les pro- 
priétés des séries entiéres, elle sera uniformément conyergente 
dans Vintervalle (a, 8). Donec, en appliquant le second théoréme 
établi au § 3, nous sommes assuré que la série (5) représente 
la dérivée de la fonction f(x). 
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Nous avons done établi ce théoréme trés important : 
La série 


Ag AF Px 6-H Ant AH. is 


convergente dans l’intervalle (— L, +-L), définit dans cet in- 
tervalle une fonction continue, ayant une dérivée ; celle-ci peut 
étre représentée par la série 


A, +2490 +...4- NA, v—-1H-.... 
Considérons, comme application, la série 


a wr gi 
alee years Site cs eM 


elle est convergente entre —1 et +1: nous aurons 
J (@) =1-#?+ v— 7+...; 


cette derniére série est une progression géométrique décroissante 
dont la raison est — x2. On a donc 


f'(2)= > 


1+ x? 


et de la se conclut le développement 


x x at 
arctangzvz>=27——--+—~>--—-—o+..., 
; =a 3 5 7 
en prenant pour arctangz l’arc compris entre — et BE a 
2, 


développement est valable pour 2 compris entre — 1 et —+-1. Pour 
xz =1, la série du second membre, étant convergente, représen- 


tera arc tang 1, c’est-a-dire —- 
4 


10. Examinons quelques cas particuliers ot la série diverge 
pour la limite de Pintervalle de convergence. Soit la série 
A zr a" Ms re 
F(zv)=1+—+—-+...4+—-+..., 
IP 2P nP 
p tant un nombre positif. Cette série sera convyergente pour toute 
valeur de x comprise entre —1 et +-1, car le rapport d’un terme 
au précédent a x pour limite. Pour x =1, la série sera conver- 
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gente si p est supérieur a lunité, elle sera au contraire diver- 
gente si p est inférieur a Vunité. Dans ce dernier cas, quand z tend 
vers l’unité, la série précédente augmente indéfiniment. 

Nous placgant dans ’hypothése p <1, considérons le produit 


(1— @)-P F(@). 


Nous allons montrer que ce produit tend vers une limite 
quand x tend vers un, en lui étant inférieur. Ona 


uv(t— x)1—P x"(1—-2)i-P 
a a ee = en 


= 1—p 2\)= —7)i-p 
(1— v)!-PF(av7) = (1— @)!- P+ F oe 


Or considérons, pour une valeur fixe de x, la courbe, rapportée 
aux axes X et Y, représentée par l’équation 


aX (1 — w)'—P 


y="“S 


. 


D’aprés ce que nous avons expliqué (Ch. I, § 17), la série 


@2(1 — @)3—P xv (t—ax)!—-P 
——___ eee 


sera comprise entre 


© eX (7 __ —p © mX (7 1—p 
i x (1 kal et yf wn ey dk el 
1 


XP XP 


<4 


Si done lintégrale 
2ek(n=@yaP 2. 
(6) a ——_—— dX 
% ; XP 
, XL 


tend vers une limite quand x tend vers Vunité, cette limite sera 


4 


celle du produit 
(1— a)!-P F(z). 


Or expression (6) a une limite que nous allons facilement 
trouver. Au lieu de l’intégrale précédente, nous pouvons prendre 


Pintégrale 


© eX (1 — x)i—P 
(7) a XP dX, 
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— quin’en différe que par la valeur ~~ 

say — 
Lox 


(1— 2)!-P | XS 


aX, 
qui a un sens parfaitement déterminé, puisque p <1, et qui tend 
vers zéro pour x = 1. Posons, dans Vintégrale (7), 2 = e~*; a sera 
posit et tendra vers zéro. 

Nous aurons alors a étudier l’intégrale 


(aseayice f e-oX xX? dX; 
tO) 


| ae 4 nae 
“a faisons enfin zX = Y, il vient 


Cae frenye dy. 
0 


ole 


 Liintégrale qui est en facteur ne dépend plus de z; elle a une 
valeur parfaitement déterminée, car, pour Y = 0, la fonction sous 


le signe d’intégration est de l’ordre de nai p étant plus petit que” 
nité; et pour Y trés grand, la fonction e~* est inférieure a toute 


I wk oe 
issance >, > m étant une quantité positive quelconque. 
v La 

~ Quand on fait tendre « vers zéro, le premier facteur tend vers 


~ Punité; nous avons donc 
ae 
Leo 


2 lim (1— 2)'-P F(x) = J e-XY~? a. 
r=1 0 


Si nous introduisons I’intégrale 
oe - 


eo 


r(p)= fo eter ae, 
0 


nt le sens est déterminé quand p> 0, et que l’on désigne sous 
m Wintégrale eulérienne de seconde espéce, nous pourrons 


lim (t—2#)!-P F(x) =T(Ui—p). 
r=1 i 


1. Du résultat précédent nous allons déduire un théoréme dé- 
ntré par M. Appell (Sur certaines séries ordonnées par rap- 
re ns i ' 
et == ba i : 14 
ef. : * ua? a r ¢ : : ’ - 
: a , » : 
’ gE a 
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portauxz puissances croissantes ad’ une variable (Comptes rendus, 
t. LXXXVII). 


Soit une série 


S(@) = Got 0+... + Anxe"+..., 
dans laquelle les coefficients a sont positifs. On suppose que 


lim @;,72P = kh, 

rz= ow 
k étant une constante différente de zéro, et p un nombre positif. 
La série est évidemment convergente quand x est compris entre 
+1 et —1. Elle diverge pour z =1, si p est inférieur a l’unité, 

eee , I 
comme la série de terme général at 
Mais le produit 
Cay Pray; 


tend vers une limite, comme nous allons le montrer. 


La solution sera immédiate, en se reportant au paragraphe pré- 
cédent. 
Nous avons, en-effet, a partir d’une certaine valeur de 7, 


en désignant par 4, et ky deux nombres tels que la suite 
O; ky, k, ky 
soit rangée par ordre croissant de grandeur. 


Prenons dans f(a) les termes a parur du n™® seulement, et 


posons ! 


O( 2) = Gn 2 +.... 


Si l’on considére les deux séries 


ey i? kyar ky nti 
FES ne a (m+1)P 7°” 
kyar ky an+t 
Dy) ae tee 
@o( ) ne * Tropa as ? 


on aura 


o1(@)(1— @)-P < 9(@)(I—@)!-P < 92 (v)(1— #) IP; 
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mais le premier et le dernier terme ont respecuvement pour li- 
mites, quand x tend vers un, 


k,VU—p) et A,V(t— p). 


Par suite, le produit /(a) (1 — #)'~? sera compris, quand x sera 
infiniment voisin de Punité, entre deux limites infiniment voisines 
des deux limites précédentes. D’autre part, on peut prendre fy 
et Ay aussi voisins qu’on veut de k; par conséquent, nous pouvons 


conclure que 
lim(1— a)'—? f(@) = KT (1— p). 
v=! 


12. Cest dans la théorie des fonctions d’une variable complexe 
que nous verrons surtout l’intérét des séries procédant suivant les 
puissances entiéres et croissantes de la variable. Nous terminerons 
ce Chapitre en indiquant une proposition générale due 4 M. Ha- 
damard ('), qui peut étre utile pour déterminer lintervalle de 
conyergence de la série 


Ag+ Ay +..-+ Gnr"+.... 


_ Faisons d’abord quelques remarques préliminaires. Soit une 
suite infinie de nombres positifs 


(2) Wits). Wise ee 12is 


Il peut arriver que cetle suite contienne des termes supérieurs a 
tout nombre donné, si grand qu’il soit. Supposons qu’il n’en soit 
pas ainsi, c’est-a-dire que tous ces nombres restent inférieurs a 
une quantité assignable L. On pourra alors distinguer deux classes 
de nombres. Dans la premiére, on-mettra tout nombre A tel qu'il 
existe toujours dans la suite ¥, a partir d’un rang aussi élevé que 
Pon veut, des termes supérieurs 4 A; on mettra dans la seconde 
tout nombre B, tel que tous les termes de la suite ¥, a partir d’un 
certain rang, soient moindres que B. Ceci posé, considérons deux 
de ces nombres A et B (A <B); on peut prendre, par exemple, 
A=o et B=L. Partageons l’intervalle (A, B) en deux parties 
égales ; si le point de subdivision est de seconde classe, nous le sub- 


(‘) Sur le rayon de convergence des séries ordonnées suivant les puissances 
d’une variable, par M. Hadamard (Comptes rendus, t. CVI). 
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stituerons a B, sinon nous le substituerons 4 A. Dans l’un et l'autre 
cas, nous aurons un intervalle réduit de moitié, dans lequel la limite 
supérieure sera un nombre de la seconde classe, et la limite infé- 
rieure un nombre de la premiére. On opérera de la méme maniére 
sur ce second intervalle, et ainsi de suite. Tous ces intervalles 
étant compris les uns dans les autres et tendant vers zéro, leurs 
limites inférieure et supérieure tendront vers une limite «. La 
quantité positive ¢ étant aussi petite qu’on voudra, % — ¢ appar- 
liendra a la premiére classe et # +-¢ a la seconde. 

Cela posé, supposons que la suite des w soit formée des quan- 
tilés 


(S) | % | ? V | a | ? Se V 1am 


; mi fetiae: 


my : F abs 2 

et admettons que \/a@m soit, quel que soit m, inférieur 4 une 
quantité déterminée. Soit toujours « le nombre correspondant a 
cette suite. Vous allons démontrer que la série 


Qj yf +... Anz"... 


converge si |x| < : et quelle diverge si |x| > . 


En effet, 4 partir d’une certaine valeur de 7, le nombre positif ¢ 
étant donné a l’avance, on a 


Y laat— La é, 
done 


V 1@¢1< (ei <@edi] e]§ 


par suite, la série sera convergente si (#-+-¢).|2| est plus petit 
quwun he ie plus petit que l’unité ; donc si 


71 (a>), 


la série convergera. Mais ¢ et 4 sont des quantités arbitraires 
aussi petites que l’on voudra; la série convergera donc tant que 


I 
Lal < —s 
a 


De la méme maniére, on peut trouver dans la suite (S), a partir 
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x et Rn 
@un rang aussi éleyé qu’on youdra, un terme ya, tel que 


| Gal > oe; 


’ | @nx" | >(a—ey* | ax |r. 
Par suite, si 

J 
Say 


a—eE a 


}a) = 


on aura 
| an2"|>1. 


La série contiendra done des termes, d’un rang aussi élevé 
qu’on voudra, supérieurs a l’unité; elle sera divergente. Le théo- 
réme est complétement établi. 


13. Quand on passe d’une variable 4 deux variables, les séries 
analogues aux séries ordonnées suivant les puissances entiéres et 
eroissantes, que nous venons d’étudier, sont les séries de la 


Up + Uy(2, ¥) +... 4 Un(@, Y)+..., 


ol Up(x,y) désigne un polyndme homogéne de degré n en x 
et y. Il n’existe pas de théoréme analogue a celui qui est la base 
de la théorie des séries entiéres: si une série de la forme précé- 
dente converge pour =X, y= Jo, elle ne convergera pas 
_ nécessairement pour 


}zl|<|aol, Ft <jyol- 


On peut cependant faire la remarque suivante, dans laquelle 
‘nous imitons ce quia été fait pour le cas d’une variable. Ecriyons 
: 


7 Un(L, YY = Ay 2? 4+- ay 2 -l ys... + any”. 
. = 
_ Supposons que les termes 

P wea ye (8 Dy Ip ayes) 


de: polyndmes w, soient inférieurs en yaleurs absolues a un nombre 


fixe K. La valeur absolue de wu, (x,y) sera moindre que 


Viele ha i hee 


iy 


214 EQUATION DE LAPLACE. —- DEYELOPPEMENTS EN SERIES. 


et | 2 


y sce tenne 
0 


ih * Zz 
Soit « la plus grande des deux valeurs | = 
ty 


sera moindre que 
K(m+1)a”. 


Si done « est plus petit que l’unité, la série proposée sera con- 
vergente. Ainsi, sous l’hypothése faite, la série convergera pour 


[ap << fag. Ly Shy |. 


Soita< || et b< | yo]; la série sera uniformément con- 
vergente 4 l’intérieur du rectangle ayant pour centre l’origine et 
ses cOlés paralléles aux axes avec les longueurs respectives 2a 


et 2b. 


—— 6808 = 
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CHAPITRE JX. 


DES SERIES TRIGONOMETRIQUES. 


I. — Généralités. — Intégrales de Dirichlet. 


4. Des séries trigonométriques paraissent avoir été considérées 
_ pour la premiére fois par Daniel Bernoulli, 4 propos du probléme 
des cordes vibrantes. Euler a le premier indiqué le procédé de 
4 -détermination des coefficients d’une série trigonométrique. 

Dans un Mémoire de 1777, publié dans les Acta nova Acad. 
Scient. Petrop., t. XI, 1798, Euler dit incidemment que, si l’on 
ale développement are entre o et 27, 


oat pale 

(1) fv) = a+ oF (am cosma + by, sinmz) (m entier positif), 
b 4 ‘ m=1 

Pa 


les a et les 6 étant des constantes, développement auquel on donne 
— lenom de série trigonométrique, on pourra déterminer les coef- 
ficients de Ja maniére suivante. Remarquons d’abord que l’on a 
oe 27 = 
. if cosmxcosnadr=o0, simAn; 

0 


2 ° 
ip cosmaz sinnz dr =o, méme si m= 7; 
0 
2% 
di sinma sinne dx =o0, si mn; 
0 


Tw 2 27 

costma de = [ at ana wien et wh dz = 2n. 

ial, | 0 x 0 

[ultip! 0 ns maintenant les deux membres du développement (r), 
7 am a as : ra 


or a ae — r 


" 


216 EQUATION DE LAPLACE. — DEVELOPPEMENTS EN SERIES. 


dans lequel on remplace x par a, par cosmo dz, et intégrons entre 
0 el 273 on trouve 


11 = 


an = 


27 
[ J (2%) cosma da. 


‘ “0 


r= 


De la méme maniére, en multipliant par sinms dz, on trouve 


27 
Gy & f J (2) sinma da; 


¥ aly 


enfin, pour m= 0, ona 


27 
« | , 
a=— J (a) da. 


27 J 


Les séries (1), oti les coefficients sont exprimés par la loi précé- 
dente, sont généralement désignées sous le nom de séries de Mou- 
rier, Ce grand géométre a, en effet, montré dans sa Théorie de la 
chaleur leur extréme importance en Analyse; il a le premier osé af- 
firmer que toute fonction pouvait étre représentée par un déyelop- 
pement de ce genre, valable entre o et 27, et qu'un méme dévelop- 
pement pouvait, entre ces limites, représenter des fonctions qu’on 
considérait comme distinctes, c’est-a-dire représentées graphique- 
ment par des arcs de courbes différentes. Il y a plus, Fourier, sans 
traiter cette question d'une maniére absolument rigoureuse, a 
trouvé les véritables bases de la théorie ('), développée par Dirichlet 
dans un Mémoire que nous aurons tout a Pheure a étudier. 


2. Si Von se reporte au Chapitre précédent sur les séries uni- 
formément conyergentes, une objection immédiate se présente re- 
lative a la détermination des coefficients. Celle-ci n’est rigoureuse 
que si la série (1) est supposée uniformément conyergente entre 0 
et 2x. Ne nous préoccupons pas, pour le moment, de cette objec- 
tion et, prenant les coefficients tels quils ont été déterminés, 
cherchons si la série ainsi obtenue est conyergente et représente 


I (2): 


(‘) Voir en particulier, dans la Théorie analytique de la chaleur, de Fou- 
rier, le Chapitre IX et la Note de M. Darboux, a la p. 511 de son édition de Fou- 
rier. 
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La somme S,, des m -- 1 premiers termes de la série peut s’écrire 


27 
I 
Sin = ea f 
TT 


| + cos(%—a#)+...4+ cosm(2—a)| f(a) da; 
“0 


le terme général est, en effet, 
{ 127% 
= { cos p(a—.2x) f(a) dz. 


27 
I , ' 
=f J(%)(cos p2 cos px +-sinpzsinpxr)dz = 
0 0 


- 2) 


La suite 
+ cosm( x 


I 
— + cos(a2—: 
2 


r)+... 


est facile 4 sommer; elle est égale a 


ag t “— Z| 
sin | (272 +- 1) —— 
2 
fe - £ ¢ 


3510, ——— 


comme on le voit de suite en remplacant les cosinus par leurs va- 
leurs au moyen d’exponentielles. Nous avons donc 


— Fr 


~ 
— 
= 
R 
an 
NN 
R 


ik 
f ° a 
sin | 277% 4-1) 


I 
Sin = es f =$ 
Lao . os “ 
23 =——— 
2. 
0 
ge ’ 
a | 


a 
ow, en posant — 
* sin(2m —- ih eee 

f(r +24) dy. 


I 
Sin —a f m. 
Tv sin y~ 


st S,, a une limite quand m augmente in- 


wily 


Nous devons chercher 
définiment. 
2 L'intégrale précédente se raméne, comme nous le yerrons 


bientdét, a des intégrales de la forme 


2n-+-1, qui va 


h étant une constante et & étant un entier impair 
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croitre indéfiniment. Nous allons d’abord nous oceuper de cette 

intégrale et chercher si elle tend vers une limite quand / augmente 

indéfiniment. Gette étude a été faite pour la premiére fois d’une 

maniére entiérement rigoureuse par Dirichlet (Journal de Crelle, 

t. 4; 1829). Nous suivrons l’analyse de Villustre auteur. 
Commengcons par calculer l’intégrale 


sin(2n-+-1)xr 
SS dx 
Jo SInw 
ona 
sin(2m +1)@ I ; 
—— =| —-++ cos22 +...+ cosanz ); 
Sinz 2 
de la résulte immédiatement 
Tw 
e* sin(an + 1)@ Te 
- Se be 
sinw 2 


evenons a lintégrale proposée en supposa ‘abord que la 
R Vintégrale | pposant d 

onction (2) reste continue et positive entre o eth i - 
fonction 9(az) rest t t posit t th, etnaille ja 
mais en croissant. Nous partageons le champ d’intégration en 


intervalles 
Tw 2G NUT Ve 


ay » ay Sue eee i 
‘ u 


r désignant le plus grand multiple de ; contenu dans A. Nous avons 


ainsi la somme d’intégrales 


T (m+ A)T 
Pras k : hoe 
sinka sinkag sinka 
[ —— (x) da-+-...+ { ——— 0(%)da+...4+ ——— o(x) dz. 
Ag sina > sing, 2 sInZ 
Jima rt 
ke i 


Les termes de cette somme sont alternalivement posiltifs et né- 
gatifs, et décroissent en valeur absolue. En effet, soient deux in- 
tégrales consécutives 


(m+It (772 +- 2) 7 


K . * 
sinka sinks 


: o(a) dx et th : o(x2) dz; 
mr sing Gaaasce eee 


k ke 
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on raméne la seconde a avoir mémes limites que la premiére, en 


ne 


posant 2 = k + x’; elle devient ainsi 
1 
(m+ 1) T 
ds sinkax os 
ed o) ( — + 2) ax 
Dee ior: Kk 

a sin i Sie x) 5 

AES 

kh 


Or, en vertu des hypothéses faites, le facteur —~———— est 
sin( — +2 
(E+) 
° 5 o(2) 23 aero y : 
moindre que le facteur Sng Jf la premiére intégrale; les deux in- 
SsIne 
tégrales sont donc de signes contraires et la seconde est moindre 
en valeur absolue que la premiére. Nous pouvons done écrire 


(2) J = Uy— Wy+ Uy—..., 


chaque terme wu étant moindre que le précédent et le terme général 
étant 


(m+ 1)T% 
. k 


sinka 
Um = (— 1 Ne f Lae (2) dx. 
Unt sina 


a 


Effectuons le méme partage pour I’in tégrale auxiliaire 


wl 


sinka 
[ ——dr (k=2n+1). 
Jy sine 
Nous aurons 
(3) Sas re a 
en posant 
m+) % 
“eae : 
sinks 
Pm = (—1)” { —— dx 
a ae sing 
> 
De (2) et (3), on conclut 
(4) Ug — Uy +...— Ugm—-1 << J << Up — Uy +... + Usm, 
(5) Bp. — Pq: 3 =— Per—t — = < Po — Pi +---+ Pom: 


Si maintenant, dans le terme général w,, nous remplacons 9 (2) 
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k 


(m+1)t 2 
pray clas >» nous aurons 
mt’ a 4 (m-+-I1)t 
9 WAS ) Pm = Um > 9 5 ae a Pm- 
L L 


Nous allons nous servir de ces inégalités pour trouver deux li- 
mites de J. Dans le premier membre de I’inégalité (4), remplagons 
les termes d’indice impair par des termes plus grands et ceux 


ae oe mem : ee ° ss 
par sa limite superieure o(7)) puis par sa limite inférieure 
\ 


-6 


d’indice pair par des termes plus petits ; dans le second membre, 
remplagons les termes d’indice pair par des termes plus grands 
et ceux d’indice impair par des termes plus petits : les inégalités 
subsisteront. Ceci nous donne 


t t | ,m—1)T 7 iae 
1>9(Z)e—e(F) er tee [OM JF | pms — -9 [| ; Jess: 


J < (0) 9 —9(? *E) ¢ ie (A pam +9(*2) Pam: 


La seconde de ces inégalités peut s’écrire 


27 2m ’ 
F< 9(0)e0— 9 (3) (e172) —--- (7 7s *) (Pam—1— Pam): 


eta fortiori 


2m 
A 9(0)p.—@( p ) er = Oa-+.-.=+ Pom—1 — Pam) 


el enfin 


1<[ro-+(°82) os 


Quant a la premiére inégalité, on la met immédiatement sous 


2mMNT \ 
Laas )(po— pi P2—+ - «> Pam): 


/ 


la forme 
J > 9 (25) (pop. »— Pam-1)- 


Les deux inégalités précédentes peuvent, en vertu de linéga- 
lité (5), s’écrire 


SERIES TRIGONOMETRIQUES. 221 


Il est d’autre part facile de trouver une limite pour 9m. On a 


(72-+ 1)T 
k 
(—1)” ; 
tie sinke dz, 
se ee 
SNe a RE 
IC k 
ou bien 
mn 
I 2 k 2 
Om < = : 
; mr k mr mt 
sin > in 
L 


Nous devons maintenant faire croitre & indéfiniment. Faisons en 


A A ° , . ort . 77 
méme temps croitre m indéfiniment, de maniére que lim = — fi 


il suffira, par exemple, que m soit le plus grand entier contenu 
»P Je | poss 

dans Vk); om tendra vers zéro, d’aprés Vinégalité précédente. De 

plus go reste fini, puisque 


On voit alors que l’intégrale J reste constamment comprise entre 
Baye z aE da, 
deux quantités qui tendent vers ~ 9(0). 
2 i 


Nous arrivons done ala conclusion suivante 


limJ = - 


(0). 
k=2 


-G 


Sila 


4. Pour arriver au résultat précédent nous avons fait quelques 
hypothéses, dont il est possible de s’affranchir. Nous avons sup- 
posé que la fonction continue 9(x) était positive et n’allait jamais 
en croissant dans l’intervalle deo ah. 

Tout d’abord la fonction 9(), en gardant la seconde hypothése, 
peut étre négative, car si C est une constante telle que C+ 9(2) 
soit positif, comme le théoréme est démontré quand la fonction 9 
se réduit a une constante, du théoréme relatif 4 C+- 9(x) on dé- 
duira le théoréme pour 9(.). 

Supposons maintenant que 9(#), ayant un signe arbitraire, 
n’aille jamais en décroissant de o a /, on pourra appliquer le théo- 
réme 3 — 9(x) et par conséquent, en changeant les signes, 4 9(«). 
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Ainsi 9(z) peut avoir un signe quelconque, pourvu qu’elle varie 
constamment dans le méme sens. 
On peut aller plus loin. Considérons d’abord, g étant compris 


entre o et h, Vintégrale 


: heinka 2 
(6) : o(a)da, Ome oie Ju 
sing 


sa 


lA 


i 


Je dis que sa limite sera zéro quand /é augmentera indéfiniment, 
si o(x) varie dans le méme sens de g a h. Considérons en effet 
une fonction ,(a) qui coincide avec 9(g’), x variant de o a g, et 
avec o(a) quand & varie de g ah. D’aprés ce qui précéde, les li- 
mites des deux intégrales 


®sinka " sinka 
ie : g(x) dx et [ : vy (a) daz 


, « ae wed 2 
seront toutes deux égales a 3? (o) : leur différence (6) tendra done 


vers zZéro. 
Ceci posé, admettons que, dans l’intégrale 


* inka 
[ o(x) da, 


J, sine 


o(a) ne varie plus constamment dans le méme sens, mais qu'elle 
aitentre oet hun nombre fini de maxima et de minima. On 
pourra évidemment partager l’intégrale en une somme d’inté- 
grales, entre les limites desquelles la fonction variera dans le méme 


vic ; MIN ™ 
sens. Celle de ces intégrales quia zéro pour limite tend vers - 9(0), 


les autres tendront vers zéro. 
Nous avons done en résumé 


hos 
: sinkax user. 
lim af si o(2)dz= 2 9(0), 


k= 


sous la condition que la fonction continue 9(z) n’ait qu’un nombre 
limité de maxima et minima. 

Il y a des fonctions continues qui, dans un intervalle limité, 
peuvent avoir un nombre infini de maxima et de minima; telle est, 
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. . I ey 
par exemple, la fonction « sin= dans le voisinage de x = o. De 


telles fonctions sont exclues de notre analyse. 

Nous avons suivi dans l’étude de Vintégrale J la méthode de 
Dirichlet. On trouvera encore une étude rigoureuse de cette inté- 
grale dans le beau Mémoire de M. O. Bonnet couronné par I’Aca- 
démie royale de Belgique (Mémoires des Savants étrangers 
publiés par Vv Académie de Belgique, t. XXIII). 


: Pont i : wT 
5. Nous avons jusqu ici supposé compris entre o et a! Quand h 


. T , 48's : 
esl compris entre = et 7, les résultats précédents subsistent. Pour 


le montrer, il suffira d’écrire 


sinka heink a 
ae . o(x)dxr eI: xz) dz. 
Sim. x sine ‘ 


wily 


“0 


Faisons dans la derniére intégrale 7 = 7 — 2’; elle deviendra 


sinkaz’ F 
sing’ 


—h 


dont la limite (§ 4) est séro. Done nous avons encore 


lind = 


= (0). 


ae 


Cette extension suppose que / ne se confond pas avec =. Si 


ae es T 
h =z, la seconde intégrale donnera_- o(7) et on aura alors 


lim f-* rladed o(x)dx= ~[9(0) + 9(m) )]- 
k=o J, sin 

J’ajoute une derniére remarque. II peut se faire que la valeur 
de la fonction 9(), supposée continue entre o et h/, ne soit pas, 
pour x =o, égale a la limite des valeurs que prend 9(#) quand x 
tend vers zéro. La fonction 9(a), en général continue, pourrait 
étre discontinue pour le passage par zéro, de telle sorte que 
¢(+-«) tende vers une certaine limite, quand « tend vers zéro, et 
que 9(—<) ait également une limite, mais différente de la pre- 
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miére. Ce genre de discontinuités ne doit pas étre exclu de notre 
analyse; il suffit de remplacer 9(0), partout ot nous l’avons écrit, 
par o(+ ¢), en désignant ainsi, avec Dirichlet, la limite de o(+- «) 
quand la quantité positive tend vers zéro. On aura alors 


itive 
: sinks 1 
line i Te (a) dx = = 9(+6). 


k= J, sin x 


D’une maniére générale, on aura aussi 


lim i puke ova =[9(4 ¢) + o(n—e)], 


en désignant par ¢(~— <¢) la limite de 9(~ — ~) quand la quantité 
positive « tend vers zéro. 

Il est d’ailleurs bien évident que la fonction (a) peut avoir 
entre o et h un nombre fini de discontinuités par sauts brusques 
de valeurs; nous ayons déja parlé de ces discontinuités (Chap. I”, 
S*7 }. 

Ainsi, en résumé, les hypothéses faites sur la fonction 9(2) sont 
les suivantes: elle reste finie, est en général continue, peut pos- 
séder un nombre limité de points de discontinuité de la nature 
indiquée, et enfin n’a quun nombre limité de maxima et de 
minima dans Vintervalle considéré. 

Les conditions précédentes représentent des conditions suffi- 
santes pour que 


Ling = = o(+ ey 


elles ne sont nullement nécessaires. La recherche de conditions suf- 
fisantes de plus en plus étendues, pour que le résultat précédent 
subsiste, a fait l'objet de travaux trés nombreux et d’un grand in- 
térét. Nous ne pouvons méme pas songer a les énumérer ici ('). 
Citons seulement un résultat trés général di a Lipschitz, relatif 
aux foncluons ayant un nombre infini de maxima et minima, les 
autres conditions étant satisfaites (Journal de Crelle, t. 63). La 
condition suffisante de M. Lipschitz est la suivante : il suppose 


(*) Un Essai historique sur la représentation des fonctions par une série tri- 
gonometrique a été publié par M. Arnold Sachse ( Bulletin des Sciences mathé- 
matiques, 1880). 
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que, pour Loute valeur 6 dans le voisinage de laquelle la fonction 
¢(x) a une infinité de maxima et de minima, on ait, pour 6 suffi- 


samment petit, 
|o(B + 6)—o(B)|< Aéz, 


A étant une constante et % un exposant positif ('). 

Mentionnons encore les recherches de M. Jordan (Comptes 
rendus, 1881), ot l’éminent géométre introduit la notion de fonc- 
tion a variation limitée. .; 

Dans la suite, nous ne considérerons que des fonctions satis- 
faisant aux conditions indiqués plus haut, en faisant toutefois une 
exception pour la premiére de ces conditions. Dans un cas étendu, 
en effet, on peut s’affranchir de la condition que la fonction 9(2) 
reste finie, comme nous allons le montrer. 


6. Considérons done une fonction ¢(a) devenant infinie pour 
%=2,. On suppose que, de r»—e a x et de a A x +<¢, la 


(*) Remarquons que, dans tous les cas, on a 


’ ” sinker 
lim 


k=x Jy sine 


Oz) ar = 9(0), 


méme quand Ja fonction continue 9(#) a une infinité de maxima et de minima, 
pourvu que les points correspondant 4 ces maxima et minima aient un nombre 
fini de points limites et qu’auwcun de ceux-ci ne coincident avec le point x = 0. 

Il suffira, pour l’établir, de considérer le cas ot il y aurait entre o et h, un 
seul de ces points limites, soit a =a. Nous partagerons l’intégrale en trois 
parties : 


h 
o(xv)dxr+ Fae o()de+ f ae o(x2) dz, 


= sinkax oS sik sinkx 
0 oe J ate 


¢ étant une quantité donnée a l’avance, d’ailleurs aussi petite qu’on youdra; c’est 
seulement dans l’intervalle («—«, a-+-¢) que la fonction aura une infinité de 
maxima et de minima. Ceci posé, la premiére et la troisiéme intégrale tendront 


: T ete 
respectivement vers > 9(0) et o, quand * augmentera indéfiniment. Quant a la 


_ seconde, on peut l’écrire 


sink: 
sin= 


9(§).26, 


— étant compris entre a—e et a-+-¢. Donc, quel que soit k, elle est moindre 
que Ae, A étant un nombre fixe, et comme e est aussi petit qu’on veut, on en 
conclut l’égalité annoncée. 


P.-— i. 13 
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fonction conserve un signe constant. De plus, Vintégrale 
La 
[ 9(2) dx 


tend vers une limite quand x tend vers x, en lui étant inférieur 
ou supérieur. On va démontrer que, dans ces conditions, la for- 
mule fondamentale subsiste. Reprenons l’intégrale 


" sinka 
o(a) dz, 


sine 


~“0 


Zo lant supposé compris entre o et A. Partageons lintégrale en 


quatre parties 
h 


eye vy ore 
[ ri é =F [ +f ’ 
Fay SXp—E aki Kot = 


élément, que nous n’avons pas écrit, élant toujours 


sinks 


: o(a)dzx. 
sing * 


En appliquant lethéoréme de la moyenne, la seconde intégrale 


= fs fas o(x)dx 


| * 
peut s ecrire 


5 étant compris entre zy — ¢ et vy. On peut choisir ¢ assez petit 
pour que 
ai 
o(xv) dx 

Bar 
soit moindre qu’une quantité 7 donnée a l’avance, aussi petite 
qu’on voudra ; c’est ce qui résulte de I’hypothése faite sur 9(2). 
La méme remarque s’applique a la troisiéme intégrale. Par con- 
séquent, quel que soit k, la somme de ces deux intégrales est 
moindre en valeur absolue que toute quantilé donnée a l’avance, 
si l'on a pris ¢ assez petit. Faisons croitre & indéfiniment ; la qua- 

=f ie ts P ie ™ 

triéme intégrale tend vers zéro, la premiére yers m o(+e). 


Nous avons done encore 


hire 
‘ sinkae T 
lim iy —— o(x#)dx = —0(+8), 
k=0 sing * ‘ 2 
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si (a) devient infini de la maniére indiquée pour x2) compris 
entre 0 et h. 

Nous dirons, dans la suite, qu'une fonction satisfait awx con- 
ditions de Dirichlet, quand elle satisfait aux conditions énumé- 
rées au § 5, sauf qu'elle peut devenir infinie, mais de la maniére 
qui vient d’étre indiquée. 


II. — Série de Fourier. — Ordre de ses coefficients. 
Sa convergence uniforme. 


7. Revenons maintenant a la série de Fourier, c’est-d-dire a la 
série trigonométrique ott les coefficients sont exprimés par les 
intégrales définies données au § 2 de ce Chapitre. En faisant la 
somme des m-+-1 premiers termes, nous avons trouvé 


fh 52 
Tt —— 


‘ 1 sin( 2m—+1)¥ 
Sm= =f + f( e+ 2y) dy. 


sin y 


C’est la limite de S,, pour m= que nous nous proposons de 
trouver, en supposant que la fonction f(z) satisfasse entre 0 et 27 
aux conditions de Dirichlet. 

Supposons d’abord que 2, qui va rester compris entre 0 et 27, 
ne soit égal 4 aucune de ces limites, ni a une valeur de x ot f(x) 
devienne infinie. Ecrivons 


0 
sin(2m n +1) 


< I 
Sam = he sin ———_ f (7 + 27) dy 
1 ane sin(2m+-1)¥ 
Aah > Nena) f(e@+ 27) dy. 


La seconde intégrale est de la forme de celles qui ont été étu- 
diées au § 5; sa limite sera done 


is , 
sI\e 8); 


I a - i rh ae 
ce sera = f(r) sila valeur x ne correspond pas a une discontinuité 


de la fonction. Quant a la premiére intégrale, il suffit d’y changer 
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vy en —y, et l’on est ramené au type étudié. La limite pour m= 
sera 


I 
= Mae — 6). 


Ainsi donc, pour la valeur considérée de x, la série de Fourier 
conyerge et a pour limite 


(7) [f(@ +e) + f(e—=)). 


I 
2 


Cette limite sera f(a), si x n’est pas une de ces valeurs, par 
hypothése en nombre limité, pour lesquelles la fonction soit dis- 


Fig. 13 
y 
F 
( al 
E/ 
B D 
io 
| 
0 od B 27 r 


continue. Ainsi soit, par exemple, une fonction f(z) représentée 
par la fig. 13; on suppose que la courbe 


V=f(@) 


corresponde a l’arc continu AB, x étant compris entre o et 4, 
puis 4 V’are CD, & variant entre et 8, et enfin a l’arc EF entre 
et 27. 

Pour toute valeur de x distincte de 0, a, 8, 27, la série trigo- 
nométrique représentera l’ordonnée correspondante de la courbe. 
Pour x=4, que représentera la série trigonométrique? Ce ne 
sera ni %B, ni aC, mais, d’aprés la formule (6), leur demi-somme, 
car on a éyidemment 


f(a—e)=aB, f(a+2)=aC, 


Supposons maintenant 2 =o ou 25, ce qui doit donner néces- 
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-sairement le méme résultat. On aura 


f . at sin(2m +-1)¥ a 
: Sim -if- sin y Flay) ay; 
ao 


- 


\ 


nous aurons donc, comme limite, d’aprés le § 5, 
*[f(o) + f(22))- 


Ce cas est a considérer, en quelque sorte, comme un cas de 
— discontinuité. Si l’on enroule, en effet, la figure sur un cylindre, 
ia longueur (0,27) devenant une Circonférence, rien ne distin- 
_ guera plus le passage brusque de A a F des autres discontinuités 
. de la fonction. 


__ §. Prenons quelques exemples. Supposons que f(x) se réduise 


I v8 x 1 /asinmaz\*™ 1 °2® sinma = 
i — cosmzx— dz = — (— ———) —-=— dz, 
: bie 0 2 0 Tk Ny mv 


2 me 


*conséquent ad, = 0, MA 0. 
Pour bm, on aura 
is 

I . x 
baa a f sinma—dzx 

Tv 0 2 

I eee I he cosma I 

Bed i ae SOS ps a 

- 2T m 0 aT 0 ne We 
Nous aurons donc, pour x compris entre 0 et 27, 


xe «. sing smozr sinma 


r z=0, le second membre est égal a = » qui est bien la 


entre les valeurs de = pour 0 et a7. 
s un Seas oe de fonction présentant une discontinuité. 
is qu'une f fonction s pa égale a Fdeodneta—F dena 


ca “ 
: ae ol = 
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97. On aura ici 


2h 


wv 
J I 
Fis ait, 5 cosma dr — — if cosma dr =o, 
& e/, ce 


et ce résultat est valable aussi pour m= o. D’autre part 
wT 27 1 
I : I ; 
i i sinma dx — [ sinma dx = ——(1— cosmz); 
evo e 


4 ie 2m , 

‘ . : I ; 
done pour m pair, &,,== 0 ; pour m impair, b,, = =: Le dévelop- 
pement cherché est done 


sina sin3a@ sin52 
SS, 


I 3 5 


Pour 2 =7, point de discontinuité, la somme de la série est 


nulle; c’est bien la demi-somme des deux valeurs correspondantes 
de la fonction. 


Comme exemple de fonction devenant infinie entre o et 27, 
prenons la fonction 


r 
jie) = los Ses 


Elle devient infinie pour 2 = =, mais l’intégrale 


ae 
xr 
log cos? — dx 
2. 


a une limite quand x tend vers x. Pour s’en assurer, il suffit de 


@ . , 
poser cos> = y et on a l’intégrale 


/ ” logy? dy 
vi 
dans laquelle y tend vers zéro par des valeurs qu’on peut sup- 
poser positives ; l’intégrale 
” logy dy 
Sl ———an 2 
Vi —y? 
comparable a V’intégrale 


Ri 
ihe log y dy =y logy —y, 


a nécessairement une limite pour y = o. 
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Le développement 
mo 


= a+ s (a,, cosma +b, sinma) 


m=1 


log cos? 


aura pour coefficients 


27 


I vr 
a= log cos? — dz, 
Tt 2 


27 
1 me 
an = log cos?—cosma dx, 
ml y 
27 
92. 
On log cos?—sinma dz. 
4 id 3) 
BOG: 


La valeur de 6,, est nulle, car les éléments correspondant a x 
eta 27 —~wz se détruisent deux a deux. 

Quant ala valeur de a,,, elle se calcule sans peine en se débar- 
rassant du logarithme, qui figure sous le signe d’intégration, au 
moyen d’une intégration par partie. On trouve ainsi 

2)" 


7 ae) CFIe te (69)) 
wa m 7 ) 


et 
ay = — 2loga. 


9. Les séries trigonométriques auxquelles nous sommes par- 
venu dans les exemples précédents, en appliquant la régle de 
Fourier, sont de la forme 


A = @-+ @ cos§ + a, cos20+...4+ a, cosnO+..., 


les coefficients, dans ce développement, étant tous ou de méme 
signe, ou alternativement positifs et négatifs. Il est facile de dé- 
montrer qu’une pareille série est convergente, lorsque les coeffi- 
cients vont en décroissant en valeur absolue et que la limite de a, 
est nulle. 

Admettons d’abord que tous les coefficients soient positifs, et 


posons 
An = @-+ a, cos§ + a, cos20+...+ a,cosnd. 


ta 2 7 : =e 
En multipliant les deux membres de cette égalité par 2 sin .? 
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qui est différent de zéro, si 9 n’est pas égal 4 un multiple de 27, 
on obtient 


mon man 


ra Ua 2m+iI . 2m—I 
2A; sin = => 2am cosm0 sin >= Van( Ls 0 — sin ne 0), 
“ ; 


m0 m=0 


d’ot, en ordonnant par rapport aux sinus, 


oe rau m0 
2ApnSin- = aysin— + (a)— a,)sin— +. 
2 2 2 


. 2n—t . 2n+t 
+ (@n—1— An) Sin ——— 0) + @p sin ——— 9. 
2 : 


Laissant de cété le premier terme de cette formule et Je dernier 
qui a pour limite zéro, nous remarquerons que la série 4 termes 
positifs 

S = (ay— @) + (@; — ag) +... + (An-1— An) +... 


est convergente eta @) pour somme, puisque 
Sp = %WM— an 


et que la limite de a, est zéro. Cette série sera encore conver- 


gente quand on multipliera respectivement ses différents termes 


- 96 os) - 2n—I : : ; 
par sin, sin = site et BIO ow —9,..., qui sont des quantités moin- 
2, 


Ths eg 
dres que wn en valeur absolue. Done la série A sin 5 est conver- 
gente, et par suite la série A, sauf peut-étre pour § = 2h 

Si la série A était A termes alternativement positifs et négatifs, 


il suffirait de changer 4 en x—4 pour étre ramené au cas pré- 
cédent. 


On démontrerait de méme la convergence de la série 


B= b)+ 0b; sind + by sin20+...+ b,sinn§+..., 


les conditions étant les mémes que pour la série A. 


10. Revenons a la série de Fourier ; une question capitale se 
pose. Peut-on, d’une maniére générale, avoir une limite supérieure 
de la valeur absolue des coefficients a, et b,,? 

La fonction f(a) satisfait toujours aux conditions de Dirichlet ; 


i) 
eo 
Yo 
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supposons d’abord quelle reste finie. Nous considérons 


2% 
if 
By = ii J(@%)cosma dz. 
ats. 0 
Partageons Vintervalle (0,27) en intervyalles tels que, dans 
chacun d’eux, la fonction soit continue et varie toujours dans 
le méme sens. Soit 
6 
[ S(x)cosma dz 


e.! 


al- 


Vintégrale correspondant 4 un de ces intervalles et soit, par 
exemple, f(x) non croissant de « 4 8; on aura, d’aprés le théo- 


réme de M. Bonnet (Chap. VIII, § 6, en note), 


8 g . . 
. sin te — sinma 
i fle) cosma de = f(a) f no RT EEL Noe aed 
% Jy m 
© étant compris entre « et 8. Une formule analogue se calcule si 
f(z) ne décroit pas de «a 8. Dans les deux cas, le point capital 
est la présence de m au dénominateur, tandis que le multiplicateur 


I ; ee sey P 
de =; reste fini. En groupant les intégrales précédentes, qui, par 


hypothése, sont en nombre limité, on aura 


A étant une constante fixe convenable, indépendante de m, et 
ona pour b,, une formule analogue. Ainsi a, et b,, tendent vers 
zéro et l’on voit clairement, dans te cas général, leur degré de 
petitesse pour m trés grand. Le résultat précédent est bien digne 


. a. x , T . 
de remarque : puisque la série de terme général — est divergente, 
2 m ; 


la convergence des séries de Fourier est due, en général, aux 
variations de signe que présentent leurs termes. 


11. Les choses sont un peu moins simples quand la fonction 
J (2), satisfaisant aux conditions de Dirichlet, deyient infinie. 
Nous allons faire une hypothése particuliére sur la maniére dont 
f(x) devient infinie. Soit a» une valeur entre o et 2x, pour 
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laquelle /(a) soit infinie; on supposera que, dans l’intervalle de 
dv (a< xo), f(x) puisse se mettre sous la forme 


(8) fas 


= ='9 Vs. ff, 
(@— @)Y¥ 


o(a) variant dans le méme sens de % a @p el 9(# 9) ayant une 
valeur déterminée différente de zéro. On aura une expression 
analogue pour l’intervalle de xo a 8 (% > x»). Pour tout inter- 
valle ne comprenant pas le point z,, la part de l’intégrale est de 


I Sa ; ed: 
Vordre de ae Considérons maintenant lintégrale : 


(9) B ~ cee cosma dz. 


(Xo— x 


La valeur de cette intégrale, en supposant, pour fixer les idées, 
que o(a) ne croisse jamais de « a ao, sera de la forme 


4 


Posons m(a#)— x)= 7; on aura 


A pest hi 

> cosmax I m(Xo—S) oos( y — MX) 

(x = ee mi-v yy ay 
(o 0 i MX y—A) Na 
Or les deux intégrales 
m(xo—6) m =) . 
cosy sin 
[ — dy el —~. dy 
b 7 yy - i 
4 mx y—O) “Mm (a'g— A) 


ont, quels que soient m et €, des valeurs absolues inférieures 4 un 
nombre fixe; en effet les deux intégrales 


“cosy * siny 
—~ dy et if ie Once Wie 
Me y Lp” ( ) 


ont un sens parfaitement déterminé, comme on le voit, par une 
méthode analogue a celle que nous avons suivie au § 17, Chap. I. 
Donc, en faisant tendre dans (9) ¢ vers zéro, on voit que Vinté- 
grale 
ary 
o(zr) 
be Cs ee cosmax dr, 


a (%o— 2) 
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T . ‘ 
— par une conslante indépen- 


sera moindre que le produit de = 


dante de m. 
Il en résulte 


| Am | et Om | < ——)> 


B étant un nombre positif convenable indépendant de m. 


La condition précédente, relative au cas ott la fonction devien! 
infinie, n’est d’ailleurs nullement nécessaire. Une fonction peut 
deyenir infinie d’une tout autre maniére et n’en étre pas moins dé- 
veloppable en série de Fourier. Que l’on prenne, par exemple, la 
série divergente a termes positifs 


Ey Oe te os (hry oma 3 9 


dans laquelle les coefficients satisfont aux conditions du § 9; la 


série 
S(9) = ay) + a, cosO+...+ a, cosmid +... 


convergera pour toute valeur de §, sauf §=oA7, valeurs pour 
lesquelles elle deviendra infinie d’une maniére évidemment arbi- 
traire. On peut, de plus, remarquer qu’aucun ordre ne peut étre 
assigné aux coefficients a@,, de cette série trigonométrique conver- 
gente. 


. Dans bien des cas particuliers, on pourra ayoir une approxi- 
12. Dans bien d particuliers, on } Pl 
mation différente pour les coefficients. Supposons, par exemple, 
que la fonction f(z) n’ait aucune discontinuité, qu’elle admette 
2% comme période et qu’elle ait une dérivée restant finie et satis- 
aisant d’ailleurs aux conditions de Dirichlet. Nous aurons, pour 
fi t dail ditions de Dirichlet. N ug 
cette fonction 
27 
én = [ J( 2) cosmex dx 


aT) 


et 


aT 
I ; t 

bn = xf J(@) sinme dx, 
aa) 


et, en intégrant par parties, 


mem 


; oT 
an = — af J (x) sinma dr 
0 
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et 
27 


bn= — [ J'(x)cosmex dx, 


mr JS, 


puisque f(o) = f(27). En appliquant alors a Vintégrale précé- 
dente le résultat du § 10, nous voyons que 


| Am | et | bm | KJ 


A étant indépendant de m3; par conséquent, dans ce cas, la série 
de Fourier correspondant a la fonction f(x) sera absolument et 
untformément convergente. 

La remarque précédente peut évidemment étre généralisée. Si 
la fonction f(x) et ses dérivées jusqu’a l’ordre p—1 sont con- 
tinues et périodiques (la période étant 27), et que la dérivée 
d’ordre p reste finie, on trouvera en intégrant p fois successive- 
ment, par parties, et appliquant le théoréme du § 410, 


A 


et b <= 
| am | | Om | < Te ’ 


A étant toujours indépendant de m. 


13. Nous avons encore une question trés intéressante a nous 
poser sur les séries de Fourier. Le calcul des coefficients, nous 
Vavons dit, a été fait en supposant la série uniformément conver- 
gente. En fait, la série de Fourier, que nous venons d’étudier, 
convyerge-t-elle uniformément? Il est évident qu’il n’en peut étre 
ainsi dans un intervalle comprenant un point de discontinuité. 
Nous devons done nous borner a considérer un intervalle (a, b) 
compris de o 4 27 dans lequel ne se trouve aucun point de dis- 
continuité. 

Commengons par supposer que la fonction f(x) varie d’une 
maniére continue dans le méme sens de a 4 J, et aussi un peu 
au dela de b et en deca de a (a <b), de telle sorte que a et b ne 
correspondent ni 4 un maximum, ni aun minimum; la fonction 
J (x) sera, de plus, supposée positive, ce qui peut toujours étre 
réalisé par l’addition d’une constante. De l’hypothése faite résulte 
qu’on peut trouver un nombre positif h tel que la fonction de y 


(a+ 24), 


= 
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pour une valeur fixe 2 quelconque comprise dans lintervalle 
(a, b), varie dans le méme sens, ¥ allant de —ha-—+h. 

Ceci posé, nous allons démontrer que la série de Fourier cor- 
respondant a f(a) converge uniformément dans l’intervalle (a, b). 


x 


Reprenons 4 cet effet Pintégrale 


Si 


ky 
41=- [ a 1 f(a +27) dy. 


siny 


2 7 


Il faut étab!ir qu’on peut prendre l’enuier impair & assez grand 

pour que S,_, différe de f(x) de moins de ¢ (¢ étant donné a 
2 

Pavance), guel que soit x dans lVintervalle (a,b). Nous parta- 

geons, comme plus haut, l’intégrale en deux parties : nous allons 


montrer que chacune d’elles tend uniformément vers _ il 
suffira de prendre l'une d’elles, soit 
> P 
Bf SET e+ ay) ay, 


t J, siny 


nous la partageons elle-méme en deux intégrales 


(0) Bee hay 


h étant le nombre fixé plus haut. La fonction de y, f(a + 2y), 
varie dans le méme sens quand y va de 0 a h; supposons, pour 
fixer les idées, qu’elle n’aille jamais en croissant. En nous repor- 
tant alors au § 3, nous avons, en pesant 


Ferfy ety Te 
— siny Ba 5) CF 


sei 


et entendant par mle méme entier que dans ce paragraphe, soil 
le plus grand entier contenu dans Vk, 


I<|/o)—s(2+ 4) |v s(e + UE) Et (2+) oom, 
4mn\ & 4mx - 
I>f (z+ : )¥-s(2+ E) Pm: 


De ces deux inégalités résulte bien que J converge uniformé- 


238 EQUATION DE LAPLACE. — DEVELOPPEMENTS EN SERIES. 


ment vers sa limite = f(z); a étant dans l’intervalle (a, >), c’est- 
a-dire que l’on peut prendre & assez grand pour que J différe de 
~ f(x) de moins de ¢, quel que soit x dans l’intervalle indiqué. 
Nous avons maintenant a considérer la seconde des intégrales 
(10); elle est de la forme 
ie ee o(y) dy, om haogaia. 
ay) Sny 


Il est bien facile de voir qu’elle est de l’ordré de 73 il suffit de 


raisonner comme nous I’avons fait (§ 11) pour déterminer l’ordre 
des coefficients. On en conclut que la seconde des intégrales (10) 
est moindre, en valeur absolue, que 


A 
k 


A étant une constante fixe convenable, et cela, quel que soit x 
dans Vintervalle (a, 6). 
Il est done établi que Vintégrale 


a 
C—— 
2 


: (fe AY, J(@+27)dy (k impair), 


sin 


| 
wl y 


a ee! 


premiers termes de la série de 


qui représente la somme des = 
Fourier, différe de f(x), pour & suffisamment grand, de moins 
de ¢, quel que soit x dans lintergalle (a, b). 

Les raisonnements précédents supposent essentiellement que la 
fonction f(z) n’ait ni maximum, ni minimum dans l’interyalle 
(a, 6), y compris les deux extrémités. I] est aisé de lever ces res- 
tricuions. Les maxima et les minima étant, par hypothése, isolés, 
puisqwils sont en nombre fini, considérons lun deux. Soit, par 
exemple, 2 = 2%  correspondant 4 un maximum 7) = f(z») de la 
fonction f(x) positive dans le yoisinage de x); f(z) croit de 
Ly— 4a Ly et décroit de wp A xy» + a. Je considére la fonction 
continue Q(.) ainsi définie dans l’intervalle (a»— a, 2+ «), 


OCT iia) de m= a% a 2, 
Q(z) = yot+ pL yo—f(z)] de = & a rote Gi Ee 


Cette fonction ira en croissant de ay — a ay+ 2. 
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Considérons maintenant la fonclion 


P(x) = Q(x) + f(x), 


ona 
P(r) =2 f(z) de aw—a Aa Ty: 
P(x) =pyol(t+p)—(p—1) f(x) de Xo a @+a; 
P(2) ira aussi en croissant de zy» —2A2)+4. Or 


Se) = P(#}— Qe). 


Par suite, la fonction f(x) est la différence de deux fonctions 
variant dans le méme sens de part et d’autre de 2). Sidonc on déve- 
loppe P(a) et Q(x) en séries de Fourier, il n’y aura aucune difficulté 
relativement a la valeur ay. L’intervalle (a, 6) peut done contenir 
des valeurs de x correspondant a des maxima ou des minima. 

En résumé, nous pouyons énoncer le théoréme suivant : 


La série de Fourier, représentant une fonction f(x) satis- 
faisant aux conditions de Dirichlet, est uniformément con- 
vergente dans tout intervalle (a,b) a Vintérieur duquel la 
fonction ne présente pas de discontinuités. 


III. — Sur les séries trigonométriques les plus générales. 
Théoréme de M. Cantor. 


14. Quand nous avons cherché les coefficients du développe- 
ment 


moe 


(11) S(@) =ayr >, (am cosma + by», sinma), 


be yd | 


nous avons fait des intégrations qui supposaient la série uniformé- 
ment conyergente dans l’intervalle de 0 4 27. 

Si Pon veut que la série (11) soit uniformément conyergente de 
0 4 27, ilest clair que le développement ne peut se faire que d’une 
seule maniére. Mais, si on laisse de cété ’hypothése de la con- 
vergence uniforme, on peut se demander s’il n’existe pas, pour 
représenter f(z), un développement trigonométrique différent 
de celui de Fourier. 

Nous bornant toujours aux fonctions satisfaisant aux conditions 
de Dirichlet, nous supposons qu'il y a égalité entre les deux 
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membres de (11) pour toute valeur de x qui ne rend pas la fone- 
lion f infinie ou discontinue. On aura donc lidentité (11), sauf 
peut-étre pour un nombre limité de points entre o et 27. Si deux 
déyeloppements de cette forme et dans ces conditions sont pos- 
sibles, on aura évidemment, en les retranchant, une identité de la 
forme 


7 @ 
(12) Ay : (am cosmax + By» sinma) =o, 


mw=1 


pour toute valeur de x, comprise entre oO et 27, sauf peut-élre 
pour un nombre limité de points. 

Si on peut établir que tous les a et 8 sont nuls, Videntité des 
deux développements supposés sera démontrée. M. Cantor a, le 
premier, démontré que Videntité (12) ne peut avoir lieu que si tous 
les coefficients sont nuls (Journal de Crelle, t. 72, et Acta ma- 
thematica, t. Il). Son analyse s’appuie sur un théoréme de 
Riemann, trés intéressant en lui-méme et que nous allons d’abord 


ex poser. 


15. Considérons avec Riemann [OL uvres completes (Ueber die 
Dar ened keit einer Function durch eine trigonometr ce 
Rethe, § 8)] une série trigonométrique 


“ I : ; 
(x) -a+a,cosx-+6,sinz+. .+a,cosnx+ b,sinnz-+...; 
2. 


on suppose que 
lim a, = 0, lim’ 6, = 0. 
as) a=@ 


Dans ces conditions, si l’on écrit 


Ap= —@, An= G@, cosnz + 6, sinnz, 
2 
la série 
A xr A As AR 
a ea 1 sy ae a n2 4 ; 


que l’on déduit de la série initiale, en intégrant deux fois chaque 
terme, sera uniformément conyergente de o a 27, puisque A, 
reste finie quel que soit 2, et représentera une fonction continue 
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F (a2). Riemann considére le rapport 


F(z—-30) - Fla — 9a)— oF (2) 


4a? 
Si la série X converge pour une certaine valeur de x, eta 
I(x) pour somme, le rapport précédent tend vers f(x), quand 


z tend vers zéro. Tel est le théoréme que nous allons établir. 
En remarquant que 


Ayn COSN( #7 + 2%) + a, COSN( 7 —2%)—2a, CosnNer 


= 2a, cosnx(cos2na —1) =— fap, cosnez sin2tnz, 
by sinn (@ +22) + by sinn(x# —2a)— ab, sinne 
= 26, sin na(cosanzx—1) =— 4b, sin nz sin?na, 
. 
oe 
on peut ecrire 
mia or) (ar a ') 2 F(a) \2 
4a? 
(KS): < 


= Ag-+ Ay (=*)" ae 


sina \2 
Ns 


Or, x ayant la valeur particuliére considérée, on a 


Ag+ Ay+... sl An 1= f(r) + en, 
et, 6 étant une quantité donnée a lVavance aussi petite qu'on 
voudra, on peut trouver m tel que Von ait 
> . SN 
enal sae 8, si nem. 


De plus nous prendrons dans (13) % assez petit pour que ma <7 


En remplacant d’une maniére générale A, par é,44— én, la série 
(13) peut s’écrire 


n=n 
- (Pf sin(n-—1)2 |? ‘sinna\?) 
Be Die re | aa) 
n=1 


Partageons maintenant cette série en trois parties. Dans la pre- 
miére, on fait croitre m de 1am; dans la seconde, n variera de m-—-1 
au plus grand entier s inférieur a ai enfin, dans Ja troisiéme, 7 va- 
riera de s +1 4 Vinfini. 

P. — I. 


16 
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La premiére partie se compose de termes en nombre fini, et 
tendra évidemment vers zéro si a a été pris suffisamment petit. 


La seconde partie est moindre que 


. oo 2 [aoe 2 
Cc = — ’ 
re ae ) . So ) A 


les quantités entre crochets, dans la somme, étant toutes positives, 


sing 5 A “i . Aaa 
car —--- décroit constamment de oa a. eb lona precisement 
Ef if 


a 


Se ou $a < 


Passons enfin a la ¢rotsiéme partie. Décomposons le terme gé- 
néral de Ja maniére suivante 
(i stm ( 72 1 he 


f 2 sin( nm — 1)% |?) 
Glew es 


_ \f sina —1)2 |? eee: 
nsf ie : Rs of A 


Le second terme peut s’écrire 


sin(2nm--1)asinz 


Jen as = 
no 


Le terme général sera donc moindre, en valeur absolue, que 


‘ 1 1 5 
19) — -- —--. 
Aen eas n? a2 Tu2 a 


La troisieéme partie, comprenant la sommation de s +1 a Vin- 


fini, aura done une valeur absolue moindre que 


» N 

Lee I 
= tala 2 wake gi 
Ss? CFL OS = i) 2 3 


la somme entre parenthéses étant une série convergente. 


Mais on a (') 


(') Cette inégalité peut en effet s’écrire 


sa 
(sine = a 
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nous avons donc, comme limite supérieure, 


—1 ou S22% — a: 


la limite précédente sera donc moindre que 


. 1 I 
D) —_ + : 
(7 — 2)2 kE— a 


Elle est infiniment petite avec 6: l’expression (13) différe done de 
f(x), Vaussi peu qu’on veut, pour « suffisamment petit. Le théo- 
réme est démontré. 


16. A ce théoréme je joindrai, avec Riemann, la remarque sui- 
vante : 


Le quotient 
F(a ++ 9a) + F(a — 22)— 2F(2) 
24 


tend, quel que soit x, vers séro, quand x tend vers z¢ro. 


Partageons, en effet, la série qui représente l’expression précé- 


dente 
sinna\2 
22 A(T) 


en trois paruies. Dans la premiére, m variera jusqu’a un nombre 
fixe m, tel que, pour n > m, on ait | A, |< ¢; dans la seconde, on 
fait varier n depuis (m +1) jusqu’a la plus grande valeur satisfai- 


_sant 4 Vinégalité na Sc, c désignant une constante fixe; enfin, la 


troisiéme partie comprendra le reste de la série. 
La premiére partie donne une somme inférieure a 2Qza, Q étant 


et elle se vérifie immédiatement en considérant les rectangles intérieurs inscrits 
I roe t . . . ‘ . 
dans la courbe Y= 7’ comme nous Vayons déja fait a différentes reprises 


(Chap. I, § 17). 
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une quantité fixe; la seconde est moindre en valeur absolue que 


Ra oTs =< BEE 
enfin, la troisiéme partie est moindre que 


sin(ma)]? — I Se 1 2 
2 LE < 248 s SSS — = —) 
Ds] na | nea? de te c 

a 


c 
n = 
of ax 


en se reportant, pour la derniére inégalité, a l’égalité (14). 


<2[Qz+e(e+4)]; 


dou suit immédiatement que le premier membre tend vers zéro en 


Nous avons done 


| F(a +22) -- F(z — 22)—2F(z) 


| 20 


méme temps que 2. 


17. Avant d’aborder la démonstration du théoréme de M. Cantor, 
relatif aux séries wigonométriques, faisons encore une remarque 
essentielle, due a Me Schwarz. 


Soit F(x) une fonction continue dans un intervalle (a, b), 
el telle que, pour toute valeur de x dans cet intervalle, on ait 
F(e-+a)—o2F(r)+ Flr —a) ma 


lim ; 
a= a 


oO. 


Nous allons montrer que F(x) est une fonction linéaire de x. 


Supposant a < b, nous considérons la fonction 


st ‘ c—a f he 
Bis) ty Roe Pie) ee F(a)]| NDEI 


i désignant 1, et A une constante quelconque. La fonction o(x) 
est continue dans Vintervalle (a, b), et ona 
o(a + a@)—20(7)+ of7 —a) 


lim 2 : afk 
a=0 i 


Done, si « est assez petit, l’expression 


o(x + a)—26(2) + o(4 —a) 


; 
} 
4 
: 
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est positive. Je dis qu’il en résulte que o(x) ne peut étre positive 
pour aucune valeur de x dans l’intervalle (a, )). Si, en effet, o(a) 
était positive pour certaines valeurs de z, elle aurait un maximum 
pour une certaine valeur 2 de x, puisque 9(a@) = 9(b) =o. Par 
conséquent, pour « assez petit, on aurait 


O(Lo+ a)— (2%) 50, 
9 (ay— 4) — 9( 2%) 503 
par suite, 
O(a#y+ 4) + 9(x2y9— 2) — 29( 2%) 


serait négatif. 


Ainsi donc, quel que soit 4, et pour 7= 1, la fonction 9(x) 
est négative ou nulle dans l'intervalle (a, 6); mais nous pouvons 
prendre / trés peut et donner a ¢ un signe tel que, pour une va- 
leur de x, 9() soit posiuif, si l’on n’a pas identiquement 


F(a) — F(a) — 5 [F(b) — F(a)] =o. 


Cette identité est done nécessatre. ll en résulte bien que F(x) 
est une fonction linéaire de x. 

On remarquera que la proposition précédente serait évidente si 
Pon supposait que la fonction F(z) admet des dérivées premiere et 
seconde continues dans l’intervalle (a, 6). 


18. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme de 
M. Cantor. On suppose, comme nous l’avons dit, que l’on ait 


Ag+ (a, cos7 + 8, sing) +...+ (4, cosna+ $B, sinnx)+...=0, 


cetle égalité ayant lieu pour toute valeur de w, sauf peut-étre pour 
un nombre limité de valeurs dans un interyalle égal 4 2x. On ne 
fait d’ailleurs aucune hypothése sur la fagon dont se comporte la 
série pour ces valeurs exceptionnelles. 

Remplacons successivement, dans la série précédente, x par 
“+6 et x —6, et ajoutons; il viendra 


ty -+ (ay cose + By sinxz)cosd+... 


(15) eer : 
+ (a, cosna +8, sinnx) cosnd +...=0, 


;' 


x ayant une valeur fixe (différente des valeurs singuliéres ). La rela- 
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tion précédente aura lieu pour toute valeur de 6, sauf peut-étre un 
nombre limité de valeurs dans un intervalle égal A ax. C’est une 
série trigonométrique en 6 ; elle ne renferme que des cosinus, mais 
ceci nous importe peu; ce quelle présente d’intéressant pour nous, 
‘ : ; I 

c’est que le coefficient de cosné tend vers zéro avec = Nous al- 
lons done pouvoir nous borner, dans la démonstration du théoréme 
de M. Cantor, au cas ot les coefficients des cosinus et sinus ten- 

; oacraxs Probe ; 

dent vers zéro avec ayet l'on suppose, en effet, le théoréme dé- 


montré dans cette hypothése, la série (15) montre que on a 


A, cosnx + By,sinnz =o, 


quel que soit # (sauf peut-étre un nombre limité de valeurs dans 
un intervalle 27); on en conclut a, = 6, =o. 

Ces préliminaires étant bien compris, nous partirons maintenant 
de Videntité 


ay . p 
oi +a, cos@ +6, sing +...+ a, cosna + 6, sinnz +...=0, 


qui a lieu dans les conditions indiquées, et nous faisons Vhypo- 
thése légitime 
lim @, = 0, hm 6; =o. 


n=o a) 


Nous pouvons alors appliquer le théoréme de Riemann et former 
lafonction F(a) du § 15, fonction continue pour toute valeur de a, 
sans aucune exception. Nous avons, d’aprés ce théoréme, 


. F(¢+a)—2 F(a) Rea) 
lim 


=0 

a=0 a4 ; 
pour toute valeur de x distincte des valeurs exceptionnelles. Done 
($ 17) la fonction F(x), entre deux valeurs exceptionnelles con- 
séculives, sera une fonction linéaire de x. La courbe 


y= F(z) 


forme done une ligne polygonale continue, les sommets de la 
ligne correspondant aux valeurs singuliéres, si elles existent. Mais 
considérons une telle valeur 29; la fonction F(a) ne cesse pas 


—— 
a) 
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d’étre continue pour x = xr», et (§ 16) 


.. Flap ay Play — 2) — 2 F (2%) 
lim — — - - 
“=0 a 


Or les deux quotients 


F(apj+ 2) — F(x») t F(ay— 2) — F(x) 
e i ee Le ren ; a 
g =e | 


représentent les coefficients angulaires des deux cotés de la ligne 
polygonale ayant pour sommet le point considéré. Ces deux coef- 
ficients angulaires sont donc égaux et les deux cdtés sont le pro- 
longement l’un de l’autre. Nous en concluons que la courbe 


ee Ean) 


représente une ligne droite indéfinie. Soit vy==cx +c’ cette 
droite; on aura, pour toute valeur de x, la relation 


xr Avy, ; 
Ag — —A,—...— —; —-. = erste, 


2 Te* 
que nous écrirops 


r? - As Ars 
Ay — —ca—c’=Ay+ —+...4 = <a 
2. 4 tf 


Le second membre admet la période 2x; pour que le premier 


Vadmette, il faut que 


C= 0; Rij == Oe 


Il reste alors 


; : a,cosnaxz +b, sinnes 
—c =a,cosr + b)sinz +...+ - —— Sane 
n? 


mais la série du second membre est uniformément convergente ; 
on peut done appliquer, en toute rigueur, la méthode classique 
pourla détermination des coefficients, ce qui donne immédiatement 


An =O, by, = 0, 


et le théoréme est démontré. 
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IV. — L’intégrale de Poisson. — Représentation approchée 
des fonctions. 


19. Nous terminerons ce Chapitre en faisant l'étude d’une inté- 
grale célébre, considérée par Poisson, et qui se rattache étroite- 
ment a la théorie des séries trigonométriques. 

Soit /(¢) une fonction développable entre o et 27 en série de 
Fourier, 


5 


I (2) 


ay 5 . 
= — + @, cose + 6) sino +...—+ a), cosm + O,, sino +=. ae 
- 1 9 1 f m ; 


Envisageons la série ordonnée suivant les puissances croissantes 
der, 


A Re : 
— +7r(q@,coso + 5; sino) +...+ 7r"(a, cosmo + b,smmoe)-+..., 
S : : 


qui est convergente pour #S1. Vous allons montrer qu’on peut 
la mettre sous la forme d'une intégrale définie. 
lormons, en effet, l’intégrale 


‘az I pei T—- 7? I 
| eh SCY) 1—arecos(p—e)+r 
Il est facile de la développer suivant les puissances croissantes 
de 7: nous retomberons sur la série qui précéde. Partons de la 
formule 
1— 7? I ! 


ee -=—]4 + = 
I— 927 cos + r2 1— ret t— re—it? 


A pr+i eln+vid 


et ee oo rrenil 
1— ret 1— ret 


et une identité analogue en changeant ¢ en — ¢. On aura done 


n 
1— 7? 


—= 1 r’ co —o 
are ae att eZ rn cosmy—o) 
1 


e(n+1) iy—9) e~(n-+1) i(y—9) 
+ pari ——————S— + ea ie 
r—revy-9 © 1— re-tb-¢ 
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Substituant dans lintégrale I et remarquant que le reste tend 
vers zéro, puisque 7 est plus petit que Punité, on obtient la rela- 
tion 


ate 


~ 200 27 
1 : ‘he | . 
i= rf fivydy+-— NS pe { f(y) cosn(¥—o) dy 
DT. PN = JY i = 
0 “0 
a= 
et, enfin, 
Lo) 
\ by v 4 : < 
(16) J ber re r" (ay, cosne + by sinne), 
a= t 


en posant 


227 2% 


Qn = - i Sv) cosn dy, i . { S(¥)sinny dv. 
™~ e/0 Heng 
C’est bien le développement que nous avons écrit plus haut; il 
nest valable, a priori, que pour r <1, de sorte qu’on ne peut en 
déduire la série de Fourier, comme nous le verrons d’ailleurs plus 
en détail au § 24. 


20. L’intégrale I est une fonction de r et de ¢, qu’on peut consi- 
dérer comme fonction des coordonnées polaires. Nousavons supposé 
r<1;le point (7, 9) restera donc a Vintérieur du cercle de rayon 
un. Quand ce point se rapproche d’un point de la circonfé- 
rence C de ce cercle, Vintégrale tend-elle vers une limite? 

La réponse n’est pas immédiate, car une circonstance singuliére 
se présente. Puisque 7 tend vers wn, tous les éléments de Vinté- 


grale tendent yers zéro, sauf un seul correspondantar=1, = 9, 


pour lequel i] y a indétermination. On ne voit done pas de suite ce 
que devient l’intégrale. Au surplus, nous avons déja rencontré un 
exemple de cette nature quand nous avons traité le probléme de 
Dirichlet pour le cas d’une sphére (Chap. VI, Section IL). L’inté- 
grale que nous ayons alors obtenue est entiérement analogue a 
Vintégrale de Poisson qui nous occupe maintenant. 

Le développement en série, suivant les puissances croissantes 
der, donne, sinon une réponse entiérement satisfaisante, du moins 
une indication sur la solution. Quand r tend vers l’unité, 9 restant 
constant, la série (16) tend vers /(¢). On sait, en effet, puisqu’on 
a supposé que /(¢) est développable en série de Fourier, que cette 
série est convergente pour r=1 et représente /(¢); il suffit alors 
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de se reporter au théoréme d’Abel sur les séries entiéres pour en 
conclure que la limite de la série (16), pour r= 1, est égale a f(¢). 
Ce mode de raisonnementa l’inconyénient grave de nous obliger 
faire tendre le point (1, 9) vers le point (1, 9) de la circonférence C 
en suivant le rayon qui passe par ce point. Nous allons suivre, avec 
M. Schwarz ('), une tout autre marche en étudiant directement 
Vintégrale 1; cette méthode aura de plus l’avantage de ne pas 
nous obliger 4 supposer que f/() est développable en série trigo- 
nométrique. 


21. Considérons d’abord le cas ot la fonction J(¥), étant tou- 
jours continue et admettant la période 27, peut étre considérée 
comme une fonction continue et bien déterminée de la position 
Wun point sur la circonférence C. 

Nous avons besoin, pour faire cette étude, de la valeur de linté- 
grale | pour f()==1. Elle se caleule immédiatement : la fone- 
tion sous le signe d’intégration est une fonction rationnelle de 
cos(Y 


¢), et Vintégrale indéfinie est expression a détermination 
multiple 


I 1-+ Tr b—o 
Se le tang ( = ie env: cer = 

T St a7 2 
appliquant la régle donnée précédemment ace sujet (Chap. 1, §6), 
on trouve que la valeur de I, pour 7 <1, est égale a +1. 

Cela posé, désignons par A un point (7, 2) pris 4 l’intérieur de 
la circonférence C de centre O, et soit My un point fixe (1, 99) sur 
cette circonférence. II s’agit de trouver la limite vers laquelle tend 
Pintégrale I correspondant au point (7, ¢) quand ce point se rap- 

8 I P es ee I 
: ; be Cae ss 
proche du point (1, 99) en suivant une direction queleonque. L’in- 
tégrale I peut s’écrire 


l= r= 


t= f (4G) +44) —F(¢0)] ——— dy. 


27 — 2rcos(¥ --9) + 7 


intégrale étendue a la circonférence, c’est-a-dire lintégration étant 


(') Voir deux Mémoires de M. Schwarz : Ueber die Integration der partiel- 
len Differentialgleichung Au =o fiir die Fliiche eines Kreises ( Gesammelte 
mathematische Abhandlungen, zweiter Band). 
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faite entre deux valeurs de 4 différentes de 27%. Par suite, on aura 


, 1 ; 
L=f(9)+ — { LAY) — (90) ———— _ 


Or, la fonction /(4) étant continue, on peut trouver une quantité 
positive 26 telle que, sur tout arc de la circonférence C inférieur 
4 26, loscillation de la fonction soit inférieure 4 une quantité po- 
sitive ¢, donnée a l’avance, aussi petite qu’on voudra. On aura 
done 

I SCY) — Feo) | <e, 


pourvu que l’are qui sépare le point (1, 4) du point (1, 9) soit in- 
férieur 46, et cela d’ailleurs quelle que soit la position du point M, 
sur la circonférence C; 6 étant ainsi fixé va rester constant. D’autre 
part, le point A, en se rapprochant du point Mo, restera, a partir 
d’une certaine valeur de 9, 4 Vintérieur de l’angle au centre, cor- 
respondant a l’are 26, ayant My pour milieu. Désignons par A, le 
point ott le rayon prolongé OA rencontre la circonférence C et 
prenons de part et d’autre de A, un arc égal 44. Soient s Pare égal 
a 26 ainsi formé, lequel contient le point My, et S le reste de la 
circonférence. Nous partagerons Vintégrale qui figure dans I en 
deux parties : l'une relative 4 s, autre 4S. La valeur absolue de 
la premiére sera moindre, quel que soit 7, que 


I I— 7? 1—7r? 


&— 


ars, 1—2r cos(¥—o) r 2, i— 2r cos(’—o)+r? 
a) \ ‘ ' ‘ 


Passons a la seconde intégrale. On a, pour Varc S, 


1— 2rcos(¥—o) +7? >ear—arcosés = ar(1-— cosd), 
el, si g désigne le maximum de | f/(4)|, om voit que la seconde 
intégrale aura une valeur absolue moindre que 


A) 


r(1— cose) 


Cette quantilé tend vers zéro quand 7 se rapproche de Punité; 
remarquons d’ailleurs qu’elle est indépendante de la position du 
point My sur C. 


Ainsi donc, étant donné le point My sur la circonférence C et 
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une quantité 7 fixe, mais aussi petite que l’on veut, on peut tracer, 
de part et d’antre de Mo, un are de longueur ¢ tel que, le point A 
restant a Vintérieur de Pangle au centre correspondant a cet are 
26 et étant suffisamment rapproché de la circonférence, la valeur 
de l’intégrale correspondante différe de f/(9)) de moins de 7 : ¢’est 
dire que l’intégrale I, correspondant au point (7,9), tend vers 
J(%o) quand ce point se rapproehe d’une maniére queleonque 
du point (1, 9) de la circonférence C (en restant intérieur a cette 
circonférence ). 


22. Il ne sera pas sans intérét d’étudier maintenant le cas ot la 
fonction f() n’est pas partout continue, mais présente pour cer- 
taines valeurs isolées de / des discontinuités du genre de celles 
qui ont été étudiées dans la théorie des séries trigonométriques. 

Nous supposerons done que, pour une certaine valeur 9p, la 
fonction /(¢) ait, de part et d’autre du point correspondant, des 
valeurs limites différentes. Vers quelle valeur tendra Vinté- 
grale | quand le point (r,¢) tendra vers le point (1,90)? 

Pour traiter cette question, prenons d’abord un exemple parti- 
culier : si l’on fait f(¥) =, on se trouve bien, sur la circonfé- 
rence C, dans le cas indiqué; on peut, en effet, considérer qu’on 
a, sur cette circonférence, une succession de valeurs données par 
la loi précédente en faisant varier | entre o et 27. Pour ¥ = 0 et 
) = o27, on obtient la méme position Mg, et la différence des va- 
leurs limites de la fonction, de part et d’autre de Mp, est visible- 
ment égale a 27. Formons, pour ce cas particulier, l’intégrale I, 


20 


I lhe 
— f u ~ dv. 
2T J, 1— ar cos() —o)-- 7? 


Da valeur est facile a calculer au moyen d'un développement en 
série, ordonné suivant les puissances croissantes de r. Les coeffi- 
cients du développement 


a=@ 
ao . 
2 4 


a 
> r’'(a, cosng + by sinne), cats 
r=I 


‘ 


I 27 I 27 ; 
an = — vecosn dy, b,=- vsinny dy, 
0 ) 


dans lequel 


TT 


iS] 
Ur 
Sg 
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sont ici 
2 
ay = 27, an =O we 1), i. — 
qt 


On a done le développement 


a= oe 
re’ sinne 
™ 2 a 
n 
Fi | 
° 
Pour caleuler 
a=e 
r’ sinne 
eS re 
n 
n=l 


prenons sa dérivée par rapport a7, qui es! 


nao 


. pret sinng. 


n=1 


Or cette série est égale au coefficient de «= \/—1 dans 


= . 
*eP Ol 
s S prengi — s Ss ae 
I Pout rev 
fs | 
On aura, par suite, 
ae ¢ 
: sing 
PEST SIDI == L - 
} LOS O t= 7 
a=l , 
et, en intégrant, 
axe 
rr’? sinne rsing 
————- = arc lang ———_“__, 
n . i—rcoso 
t= : 


l'are tangente, dans le second membre, étant l’arc compris entre — ~ 
A 


el + + qui s’annule pour r =o. Nous avons donc 


I we 1— 7? rsino 
: j Y —_______________ di) = x — 2, arc tang ————_ . 
oT 1— 2rcos(¥—o)+ 7? I—?rcos¢ 


L’are tangente qui figure dans cette formule est susceptible d’une 
représentation géométrique trés simple. Soient la circonférence C 


de rayon un et My le point correspondant a 4 = 0, situé sur OX 
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(fig. 14). A étant le point (7, ¢), on aura 


r sing 


arc tang — —'_ = angle (OM)A), 
he cosgo 
cet angle étant compris entre — ~ et + —- On a donc, en appe- 
ie 2 2 
lant x cet angle. 
Te se 


comme valeur de l’intégrale. Quand le point A se rapproche de Mg, 
la valeur limite de cette intégrale dépend de la direction suivant 


c 


laquelle A se rapproche de My; cette valeur limite peut prendre 
toutes les valeurs entre o et 2% qui répondent aux valeurs extrémes 


vis TT 


LA =,5 A. = — 


2 2 


23. Apres l’étude de ce cas particulier, nous n’aurons aucune 
peine a trailer le cas général. Il suffira de se borner au cas ot la 
fonction /(¥) a un seul point M, de discontinuité, que nous sup- 
poserons correspondre a4 = o oti 27, de telle sorte que 


S(+ 8) #f(ae = =). 
Désignons par uv. la différence /(-+- ¢)-— f(2% — ¢). Nous avons 
a étudier lintégrale 


2T 
1— Pr? 


; . 
Pee, i T(Y) ae 
aT J, ‘7 1—a2rcos(}—9) +7 


dy, 


quand le point A(7r, 9) se rapproche de My. 
Formons, a cet effet, expression 
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en considérant, comme tout a lheure, Y comme une fonction d’un 
point variable sur la circonférence C avec le point My comme point 
de discontinuité. L’expression précédente sera alors une fone- 
lion continue; car les deux limites, suivant qu’on se rapproche 
de My d’un cété ou de autre, sont 


S(+2) eb f(ar—e)+ uy. 
Lintégrale 
fo) 


ji—2rcos() —2)--3r? 


TT 


tend done vers f(4-¢) quand le point A se rapproche d'une ma- 
ni¢re quelconque de My. Nous aurons, par suite, 


I ere t— 2 a rsin© : 
—— | f(b) dl =— --( z—2 are tang ——_—__ ]}--), 
I 


wR, = 27 COS() — 6) +7" aly l-—7 COS o 


i tendant vers /(+-<), de quelque mani¢re que A se rapproche de 
M,. De la, nous concluons 


. oe J. 
lim] = f(+ 2) — = eae, 
2 


en désignant par « la direction limite suivant laquelle A se rap- 
désig tp la d t limit t laquelle A se rap 
proche de My. On voit ainsi que limI pourra prendre toutes les 
valeurs comprises entre 


F(+¢2) et f(ar—e). 


En particulier, 


pour z= ->; onaura , limI = f(-+¢) 
A : 


pour %7=——; » limI = f(2m — =). 
Quand le point A se rapprochera de My en suivant le rayon OMo, 
la limite correspondante sera la demi-somme 


t(+2)+ flanm—s) 
2 


24. On a essayé de déduire de l’étude de Pintégrale de Poisson 
: ‘ ; oS eee 
une démonstration du développement de Fourier. Si l’on était as- 
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suré que ce développement est convergent, lintégrale de Poisson 
montrerait bien, en faisant tendre + vers l’unité, que la valeur de 
ce développement supposé convergent est égal a /(9). Mais on ne 
peut démontrer a priori la convergence de la série de Fourier; il 
y a plus, en prenant méme pour /(¢) une fonction toujours con- 
tinue, ce développement peut, pour certaines valeurs de 9, ne pas 
conyerger, car on sait aujourd’hui qu’il existe des fonctions cont- 
nues, pour lesquelles la série de Fourier n’est pas partout conver- 
gente. 

Je vais montrer cependant que l’on peut déduire de Vintégrale 
de Poisson un théoréme intéressant relativement a la représenta- 
tion approchée d’une fonction au moyen d’une suite finite de 
Fourier. Reprenons Videntité 


1— 7? 


I 
[= — (v) -——- dl 
OT / . : 2 
aT Jy ‘“1—orcos(?) — ©) +7 
a9 . 
=—-r (a t0so” 4-6, bine) ee 
2 : 
+7r"(am cosmo +b,» sinme)+..., een 


en supposant seulement la fonction /(Y) continue et possédant la 

période 27. D’aprés le raisonnement du § 21 et en employant les 

mémes notations, on peut, étant donné a layance un nombre ¢ 

fixe, mais aussi peut qu’on veut, trouver un angle suffisamment 

petit 6, tel que 

oO +2 

7 Bs ge(1— Pr? 

| 1—/(o) |< «+ ——_—., 
s r(1— cose) 

et cela, quel que soit r et quel que soit 9. Or on peut choisir r 

suffisamment voisin de wn pour que 


ieee) 
r(t—cosod) 


— 
~ 


o 


Soity,< 1 une valeur de 7 satisfaisant a cette inégalité; 7, étant 
ainsi choisi va rester fixe. Nous avons, quel que soit 9, 


| f:—f(e) | <2, 
I, désignant la valeur de I pour 7 =r. Or la série 


ay : 
Gas Sars (a cose + b, sing) +. 2% 


Tt 8 (4m COSMO + Oni sinme) = as 


a? 
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dont les termes sont des fonctions de 9, est une série untfor- 
mément convergente. En effet, | dm | et | bm | étant moindres 


ma 
1 


prenant m assez grand pour que le reste de la série 


INL 
4g ee 


a partir du rang m, soit moindre que ¢, le reste de la série qui re- 


que 2g, le coefficient de 77” reste inférieur au nombre fixe 4g. En 


présente I, sera aussi moindre, en valeur absolue, quee, quel que 
soit 2. La valeur de m étant ainsi choisie, on aura alors une cer- 
taine suite finite de Fourier 


F(o) = Ao+ Ai coso + B, sino +...+ Am cosmo +B,» singm 
(Am =amn jie Bm = Om Tea )s 
telle que 
lLi—Fle)l<s, 
et par suite 
| f(9) —F(e) | < 32. 

On peut donc trouver une suite finte de Fourier ¥ (2) telle 
que f{(¢) puisse étre représentée par F (2) pour toute valeur de 9 
avec Vapproximation donnée a Vavance 3s. 


25. Nous ayons supposé, dans ce qui précéde, que la fonction 
J(¢) était continue de o a 27etadmettait la période 27. Soit main- 
tenant f/(¢) une fonction déterminée et conunue dans un inter- 
valle (2, 8) moindre que 27%; on pourra, sur la portion de la cir- 
conférence de rayon wn ot la fonction f(g) n’est pas déterminée, 
prendre une fonction continue quelconque se raccordant avec la 
premiére ena et 8. Ala fonction qui se trouve ainsi déterminée 
sur toute la circonférence, on peut appliquer les considérations 
précédentes, et notre fonction f(¢), déterminée entre « et 8, se 
trouve alors représentée par la suite fince de Fourier 


F(o) = Ag+ A; cose + B, sing +...+A,,cosmo+ By, sinme, 


avec une approximation supérieure 4 une quanuté donnée a l’a- 
vance, pour toute valeur de 9 entre @ et 6. 
De ce théoréme nous pouvons conclure une proposition inté- 
ressante démontrée par M. Weierstrass, qui y est arrivé par des 
> 1 ~ 
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considérations entiérement différentes (1). La fonction F'(9) peut 
étre développée en série ordonnée suivant les puissances croissantes 
deg : 
Fo) = apa) 6 +. a OS, 


puisque chaque terme de F'(¢) est suscepuble d’un tel développe- 
ment. La série précédente est uniformément convergente dans l’in- 
tervalle («, ); on peut done prendre n assez grand pour que, en 
posanl 


P(o) = a+ aO+...+ a9", 


on ait, quel que soit ¢, entre et {, 


? 


LEigQ— Pig) |e 


et, par conséquent, d’aprés linégalité analogue du paragraphe 
précédent, 


fo} 


I f(g) —Ple)| <4 


Ainsi, ¢ étant donné a Vavance, on peut représenter la fonc- 
tion f (2), continue dans Vintervalle (a, 8), a Vaide d’un poly- 
nome P(e), avec Vapproximation donnée a l’avance 4s. 


De ce théoréme, M. Weierstrass a déduit une proposition extré- 
mement remarquable et qui permet de donner une représentation 
analylique, sous forme de développement en série, d’une fone- 
tion quelconque f(a) de la variable réelle 2 continue dans un 
intervalle (a, B). 

Soit, en effet, 


€1, %2, sale VOM, 


‘ 
une suite de quantités positives décroissantes, formant une série 
conyergente. On peut alors, conformément a ce qui précede, dé- 
lerminerune suite de polyndmes 


Pi(v), Pale). cote oF ee ee ee 


(*) Voir dans le Joyrnal de Mathématiques, 1885, un Mémoire de M. Weier- 
strass, traduit par M.\Laugel (Sur la possibilité d’une représentation analy- 
tique des fonctions diles arbitraires d’une variable réelle), et ma Note Sur la 
representation approchée des fonctions ( Comptes rendus, t. CXII; 1891). 


, ve 
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 tels que, pour nm =1, 2, ..., om ait 
a | f(x) — Pale) | < en 
pour toute valeur de « entre z et 8. Or posons 
i: Foe) = Pile), ey fue) = Pasi(w) —Pa( x): 
; , 
on aura 
ale So( a) + fi (v7) +... + fn(v) = Prss(x). 
“ as conséquent 
S(@) = fo(v) + fi(@) +. «+ fn( 2) tn; 
“ve [yn [shen 
La série 
Sole) + fix) +...+fa(@)+..., 

dont les termes sont des polynémes en x, sera donc convergente 
_ et représentera f(x). Nous ne nous sommes servi jusqu’ici que de 
_ ce que lime, = 0. Démontrons maintenant, sous la condition in-_ 

' n= : 
“diquée pour les ¢, que la série précédente est absolument conver- 
te, c’est-a-dire que la série 


| fol) | + | fi(%) | +--+ | fa(w) | +... 
‘onvergente. On a 
| f(z)—Pn (2)| < en 
| f(@) — Pasi(@) | < ens, 
| Pats(@7) —Pa(w) | = | fa(%) | < ent ensi- 
la série de terme général (¢, es En41) lant conyergente, l’as- 


rtion est établie et il en résulte aussi qu’elle est uniformément 


En définitive, nous pouvons représenter f(x) par la série de 
nomes 
Solr) + file) +... +fn(z)+..., 


olument et uniformément convergente dans UVintercalle 


;* “ * 


pe 


ede . 


‘< 
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26. Les considérations que nous venons de développer peuvent 
s’étendre a des fonctions d’un nombre quelconque de variables. 
Nous nous bornerons au cas de deux variables. En étudiant l’é- 
quation AV = 0 a trois Lermes, nous avons rencontré une inté- 
grale tout a fait analogue a celle de Poisson, et a laquelle nous 
pouvons étendre les considérations précédentes. Reprenons done 


Vintégrale (Chap. VI, § 7) 


2% AT Aes 
: / / = f(0', Y’) sino’ 0’ ay, 
ane 6 (Ds 7PCosyeir)e 


ot. nous supposons que /(4’, 4’) représente une fonction continue, 
et que cosy a pour expression 


| = 


l= 


=~ 


cosy = cos@ cos@'+ sin®@ sin §’ cos(y’— v). 


I est une fonction de r, § et ¥. Nous allons déyelopper cette fone- 
tion suivant les puissances croissantes de 7, comme nous l’ayons 
fait pour l’intégrale de Poisson ; mais, auparayant, il nous faut faire 
quelques remarques sur le développement de l’expression 


I 


. 


Vi—2rcosy +r? 


Cette fonction peut étre développée suivant les puissances crois- 
santes de r. Ce développement est convergent pour 7 <1; on a en 


effet 


| ae ya cosy +7r2= (1 — rey?) (1 — re-Y‘), 


Chacune des expressions 


I 1 
et —— 


y/1— rei 1— re-vi 
peut étre développée suivant les puissances der, pour <1. Ona 
ainsi, d’aprés la formule du bindme, 


: ied ; 
=1+ - rey + —rey+..., 
oy 


I 
2 
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Se at, par suite, en posant 


I 
= Pt Pir... P,re?+..., 
Vi—e2rcosy+r? 


on aura 
: | ELEC eel) Ba are eee eln—2iy 
=z ie qi ee Ie 24... (27 — 2) 
4 1:3 1.3...(an— = einvin sy. op 8 an 1) oan, 
wh B.4505(27— 4) Dictate i? 


On voit que P,,, qui est nécessairement réel, sera un polyndme de 
_ degré n en cosy ; aussi le désignerons-nous par P,,(cosy). D’aprés 
la forme précédente, P,,(cos‘) atteint sa plus grande valeur pour 
_ -¥ = 0; or, pour cosy =1, ona P, =1, comme le montre le déve- 


loppement de 


- 


I I 


yi—oar+re I-79 


Nous avons donc l’inégalité suivante, dont nous aurons 4 faire 


* isage dans un moment, 
7 | Pafeosy)}.| Sa. 


Ceci posé, du développement valable, pour <1, 


3) i 
 yt—arcosy+r? 


ous déduisons, en dériyant par rapport a r, 


= Po+ Pi(cosy).7r+...+ Pp(cosy).r"+..., 


bell etd ; = P,(cosy) +... nP,(cosy).r"-1+..., 
(1— 2rcosy+r?)? 
a + 

el, par suite, 


pi-r 


5 = Pot 3Py(cosy).7+...+(2n+1)P,(cosy).r?+.. 
= arcosy+rt)t 


e série peut étre considérée comme une série en # et 
mément convergente. Par suite, en substituant dans l’inté- 


ord eran sel i PaCcosy) f(s ¥) sind! a dy, 


7/ 
> : 
—. 


> yaw 
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développement dans lequel le coefficient de 7” est une fonction 
entiére et de degré n en cos4, sin?cosy et sinf sind. Désignant 
par (2n+-1)Yy ce coefficient, nous écrirons 


n=e 


l= a (27 +1) Y,. 7%, 


nS 


et Pon a, d’aprés ce que nous venons de dire relaltivement a 
| Pn (cosy) |, 


Yr ie, 


en désignant par g une limite supérieure de | /(4/, 4’) '. 


27. Aprés ces préliminaires, nous avons peu de choses 4 faire 
pour démontrer qu'une fonction /(4, 4), continue sur la sphére de 
rayon un, peut étre représentée, avec l’approximation ¢, par une 
suite limitée 

Tete ets. 
ou lon désigne d’une maniére générale par Y,, un polynéme de 
degré m en cos4,-sin§9 cos et sin® sind. On a en effet le dévelop- 
pement 


R= @ 
I(r, 6,4) = »S (an+1)Yyr”. 
n=0 


En se reportant a l’étude que nous avons faite (doc. cit.) de 
Vintégrale I, on verra, comme pour le cas d’une fonction d’une 
seule variable, que l’on peut choisir 7, <1, tel que la série 


neo 


>»; (2n+1)Ynr} 


n=0 


différe de /(§, 4), quels que soient § et 4, de moins de ¢. D’autre 
part, la série précédente est uniformément convergente, puisque 
|Yn|<g et que la série 


est convergente. En prenant donc un nombre suffisamment grand m 
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ve termes pour que le reste de cette derniére série soit moindre 
que <, nous aurons la suite finie 


a=m 


Me (2n+1)Ynr, 


bs -" n=0 


qui différera de f(§,4) de moins de 2¢. Le théoréme est donc 
démontré. 
_Les conséquences sont évidemment les mémes que plas haut. 
- Sila fonction F(8; U), au lieu d’étre déterminée sur toute la sphére 
as rayon un, n'est déterminée que sur une partie, on complétera 
cette détermination sur le reste de la sphére d’une maniére arbi- 
i ae en respectant seulement la continuité, et la conclusion rela- 
tive A la représentation approchée de la fonction subsistera. 
7 ae De la méme maniére, en développant cos, sin§ cos) et 
sinfsin’, suivant les puissances de 4 et 4, nous aurons une re- 
-présentation approchée (a moins de ¢) de la fonction a laide 
dun polyndme en § et 4. D’ot nous conclurons enfin le théoréme 
enn : ; 
» - Toute fonction S(2; y) des deux Pevonics réelles x ety, con- 
‘inue dans une aire A, peut étre développée en une série 


So(@. y+ f(t) Hee tfal@s¥) Hees 


termes de cette série étant des polynémes en x et y. 


beh: 7 oti 


LU ? 


a 
aa 
2. 
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CHAPITRE X. 


SERIES MULTIPLES. 


I. — Généralités sur les séries multiples. Théoréme de Cauchy. 


1. Les développements en séries que nous avons considérés 
dans les deux Chapitres précédents étaient des séries simples, 
c’est-a-dire que les termes dépendaient d’un seul nombre entier. 
On a souvent a considérer, en Analyse, des séries multiples dont 
le terme général dépend de plusieurs nombres entiers ; ceux-ct 
peuvent d’ailleurs étre arbitraires ou satisfaire 4 certaines rela- 
tions. Sans nous arréter longtemps sur ce sujet, nous ferons sur 
les séries 4 double entrée quelques remarques générales, qui 
s’étendront d’elles-mémes aux séries d'un degré quelconque de 
multiplicité, 

Une série double, ou a double entrée, aura son terme général 
Um,n dépendant de deux entiers m et n positifs ou négatifs. On 
peut imaginer les points (7, m) marqués sur un plan, en les rappor- 
tant 4 deux axes de coordonnées ; 4 chaque point (m, 7) on as- 
sociera le terme correspondant. w,». Nous dirons qu’une série a 
double entrée est conyergente lorsque la somme des termes, cor- 
respondant aux points enveloppés par une courbe de forme quel- 
conque, tend vers une limite déterminée, quand cette courbe 
s’étend a Vinfini dans tous les sens, en suivant une loi arbitraire. 

Quelques remarques sont immédiates. Tout d’abord, si une 
série a termes positifs est conyergente pour une premiére suite de 
courbes, s’étendant a l’infini dans tous les sens suivant une cer- 
taine loi, elle est aussi pour toute autre suite de courbes, et la 
limite est la méme. On peut toujours, en effet, imaginer qu’une 
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courbe de la seconde suite soit comprise entre deux courbes de la 
premiére, et la remarque est évidente. En second lieu, étant 
donnée une série 4 double entrée, 4 termes positifs ou négatifs, 
lorsque la série que l’on obtient, en remplagant chaque terme par 
sa valeur absolue, est convergente, la série proposée est aussi con- 
vergente ; la démonstration est la méme que dans le cas des séries 
simples. Enfin, si les termes d’une série 4 double entrée sont ima- 
ginaires, la série sera certainement conyergente quand la série des 
modules de ses termes sera convergente. 


2. Il est clair qu’on ne peut songer a indiquer une régle géné- 
rale pour décider de la convergence des séries doubles. Le théo- 
réme suivant, généralisation immédiate du théoréme de Cauchy 
étudié précédemment (Chap. I, § 17), sera souvent d’une ap- 
plication facile. Soit f/(z,7) une fonction toujours positive ; on 
suppose que, pour les valeurs de x ety, correspondant a tout point 
extérieur 4 une courbe fermée C, la fonction f diminue quand la 
valeur absolue de x et la valeur absolue de y augmentent, et- 
quenfin elle tend vers zéro quand les valeurs absolues de @ ou 
de y grandissent indéfiniment. Dans ces conditions, /a série a 
double entrée dont le terme général est 


Sim, n) 


sera convergente ou divergente |quand on donnera a m et n 
toutes les valeurs enti¢res possibles, le point (m,m) étant seule- 
ment extérieur a la courbe C], suivant que Vintégrale double 


(1) | [i@rvaedy, 


étendue a la portion du plan extérieur a C, aura ou non un 
sens. 

Pour l’établir, nous n’avons qu’a considérer l’intégrale précé- 
dente comme un yolume V limité par la surface z= f(x,y), le 
plan xy, et le cylindre ayant C pour section droite; de méme la 
série 


(2) | Y fom 2) 
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peut étre regardée comme représentant une somme de volumes 
de parallélépipédes rectangles ayant pour base un carré de cété 
égal 4 Punité et pour hauteur f(m, mr). Si, a chaque carré dans le 
plan, l’on fait correspondre celui de ses sommets (m,n) pour 
lequel « et y ont a la fois la plus grande valeur absolue, la 
somme (2) ainsi effectuée sera une somme de parallélépipédes 
intérieurs au volume V; la série (2) sera donc conyergente, quand 
lintégrale (1) aura un sens. Au contraire, si, A chaque carré, on fait 
correspondre celui de ses sommets (m, 7), pour lequel x et y ont 
a la fois leur moindre valeur absolue, la somme (2) sera une 
somme de parallélépipédes extérieurs au volume V et, par suite, 
la série (2) divergera si intégrale (1) est infinie. 


3. Prenons comme exemple la série de terme général 


I 


- re (u>0), 
(m+ n*)¥. : ) 


m et nr vecevant toutes les valeurs entiéres, sauf m == n= 0. 
Nous pouvons appliquer le théoréme de Cauchy : il faut étudier 


Vintégrale double 
Ife dz dy 
(are yy?’ 


quand on l’étend a tout le plan, sauf dune région, de forme d’ail- 
leurs queleonque, comprenant l’origine. En prenant les coordon- 
nées polaires ¢ et 49, cette intégrale devient 


bie do ai 


Cette intégrale restera finie, 9 croissant indéfiniment, si 


22j TS) to ou [e1- 
e . Rt i ‘ IT 
Ainsi la série double de terme général —_——- er- 
(m+ n?) 


ee 


gente se > 1: 


D’une maniére plus générale, soit 
axv?+ xbay + cy? 


une forme quadratique définie et positive, c’est-a-dire ot b2—ac<o 


“at. wae se fl CU 
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et a> 0; considérons la série de terme général 

is, 1, 

‘ea I 

me, eee Be a! See = 

= (am? 2bmn-- cn?) 

eh) 

en donnant toujours 4 m et n toutes les valeurs entiéres possibles, 

sauf m= n = 0. 

ye) Ce cas se raméne immédiatement au précédent, car le quotient 

r _ positif 

ae A am? 9bmn + en? 
, v4 —- 72 


p>, 


> 

>a 

-quels que soient les entiers m et nr, reste toujours compris entre 
_ limites déterminées différentes de zéro. Ainsi, & étant un 
~ nombre fixe, ona 


am? +- 2bmn + cn? > k(m? + n*), 


t, par suite la série proposée aura ses termes moindres que la 


Bs ie de terme général 
1 


s _ 
kv-(m2+- n?)e a, 


me 
cet sera done convergente si » est supérieur a lunité. 

. On peut facilement généraliser le théoréme de Cauchy. Si la 
ction f(a, y, 5) est toujours positive et que, pour tout point 
rv, y, 5 extérieur a une surface fermée S, cette fonction diminue 
and la valeur absolue de xz, de y ou de = va en augmentant, et 
enfin elle tende vers zéro quand les valeurs absolues de x, y 
5 grandissent indéfiniment, la série triple 


>; fim, n, P); 


m,n. p 


tendue a toutes les valeurs enti¢res, positives ou négalives, de m, 
_p, extérieures a la surface S, convergera ou divergera suivant 


e l’intégrale triple 
id Pay yy 8) dev dy ds, 


joa espace, moins le volume limité dns S, aura ou 


e 
a DS na iy a8 
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En particulier, la série triple de terme général 


I 
(m= 1? =- p*)v- 


(en laissant de cété m =n = p = 0) 


sera conyergente SI 
2 a 
comme on le voit en transformant l’intégrale correspondante par 
Vemploi des coordonnées polaires. 
D’une maniére plus générale, si 9(a, v, 3) désigne une forme 
quadratique ternaire, toujours positive (sauf pour 2 =y = z=0, 
systéme pour lequel elle s’annule), la série de terme général 


I 


[ecm , py 


: NE cave) 
sera convergente si » est superieur a -- 
2 


s ‘ 


On peut enfin, d'une maniére tout a fait générale, considérer 
une série d’ordre p. La série de terme général 


I 


9 5 9 \ ? 
(mi me...) 


ot l’on exclut seulement m,= m.=...= mp=0, sera conver- 
gente si 


2 > Pp. 


En effet, d’aprés le théoréme de Cauchy, il faut étudier linté- 


grale multiple 
ih da, dy...dry 
(epee sae, 


quand le'champ d’intégration grandit indéfiniment dans tous les 
sens. Or, si l’on pose 


1, = 9 Sin Dp 4 SIMO pees ate sin 0, cos0,, 
%.=p sind. sinG,—»...... sin, sin 9, 
By = OSIM Gaga. waar sin 03 cos Os, 


y= PCOS0p_4, 


qui donne une transformation en coordonnées polaires dans l’es- 
pace ap dimensions (2, #2, ...,@p), on voit que dz, dx, ... d£p, 
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rS) 
> 
io) 


apres la transformation, aura en facteur o?~'; or 


~2 2 ee ns we 
Ui + et... Ft Lpn=P ) 


: Te : : do 
la parue de l’élément relative 4 9 sera donc ——"—.. 
Ly pvaPt 


L’intégrale, pour 9 infini, restera done finie si 
2 eel ou 2u.> p. 


On en conclura que, dans les mémes conditions, la forme qua- 
dratique f(a, 2, ..., &p) étant définie et positive, la série mul- 
tiple de terme général 

I 
wa Mm, M2, «.., Mp) | 


sera convergente. 


5. Le résultat précédent peut étre généralisé de la maniére sui- 
yante, que j’emprunte au Cours d’ Analyse de M. Jordan (t. I", 


p- 163). Soit 


Bais Yo Lp) 
un polyndme de degré 2n en 21, Lo, ..., Lp; OM suppose que 
l'ensemble des termes homogénes de degré 2n dans ce polyndme 
ne puisse s’annuler que pour 7;= #2=...= 2p = 0. 
Remarquons d’abord que, dans ces conditions, |’équation 


(3) PiGriae tite. 6 ag 220) == 0} 


ou les m représentent des nombres entiers, n’aura qu'un nombre 
limité de solutions, car, d’aprés Vhypothése faite sur les termes du 
plus haut degré, les valeurs de z,, 72, ..., ap satisfaisant a I’é- 


quation 
F(a, T2, -++, Tp)=O 


doivent rester finies. 


Ceci posé, considérons la série multiple 


I 
DP Antea Mg, -.., Mp)|*’ 


étendue a Loutes les valeurs entiéres, positives ou négatives, de 
~ . . : 
M4, My, +.-, Mp, sauf, s'il en existe, aux systémes de valeurs en 
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nombre limilé satisfaisant a.Péquation (3). Le rapport 


F( Wig Wgs =< 5 Ftp) 
CG ING Ree ae 


restera manifestement entre deux limites déterminées, quelles que 
soient les valeurs entiéres de m,, mz, -.., Mp, sauf 


Rij — Wily =p Or 


Donc, en désignant par ’ une constante conyenable, les va- 
leurs absolues des termes de la série sont moindres que les termes 


de la série suivante 


1 
aaa Bom? + m3 i m3 yep 


Elle sera donc convergente st 


2 > Pp, 


et cette régle sera d’une application facile. 


II. — Quelques applications 


6. Un exemple trés général de série multiple nous est fourni 
par le développement en série tigonométrique d’une fonction de 
deux variables. Soit f(x, 9”) une fonction continue des deux va- 
riables x et v et telle que 


f(eten, yYr=f(e, 7), fla, ¥+2") =f(2, y)- 


On peut développer cette fonction en une série double trigono- 
métrique, Pour éviler toute discussion, nous supposerons que la 
fonction ait des dérivées partielles des quatre premiers ordres 
elles-mémes conUnues et périodiques. En considérant f/ comme 
fonction de x, nous aurons le développement 


m= 2 


a : 
Jey x= re + 3 (am cosmax + 6», sin ma); 
Hrs 


dans lequel 


20 27 
1 I : 
am = = [ J (a, y) cosma da, a -f (2, v)sinenae dz. 
20 “4 1) 


aa —<—=-7") - * 


i 
q 


7 
as SERIES MULTIPLES, = 251 
_ = 


Am et bm sont des fonctions continues de y, admettant la période 
_ 2m: elles pourront étre développées en séries trigonométriques, et 
Pon aura 


b \ean 
. n=2 


Lom 
' t am = +» (an, m cos ny i Bn, m sin ny), 
, a=1 
ewe 
: 1 rt ; 27 
tam = “al am cosny dy = = jo ili f f(x, vy) cosmar abe dz dy , 


QT 
Be J (a, vy) cosma sin ny dx dy. 


ae 


“ 1 et 
Baye = =f dm sinny dy = — 
' ) 


2 


+ 


On développpera de la méme mam ene bm en série trigonomé- 
ic avec les coefficients m et Rar 
Nous obtenons donc une série double trigonométrique, mais les 
‘termes sont groupés d'une maniére déterminée. Peut-on les dis- 
oser d’une maniére quelconque? Pour s’assurer que l’ordre des 
lermes est arbitraire, sous les hypothéses faites, nous n’avons qu’a 
ercher l’ordre de &.m el Bx,m par rapport an eta m. Or, en in- 
ant successivement par parues, et tenant compte de la pério- 
té de f et de ses dérivées, on a 


I 27 2T 
ann = neatae J f Gy men da dy, 


et on aune expression analogue pour Byimy %).ms Pr.m: Les coeffi- 
ts de 


cosmarcosny, cosmarsinny, sinmxcosny, sinme sinny, 


zi 


done de lordre de ——; a (pour n= 0, —5> est a remplacer 


par — aa)" Or la série double de terme général —— est évidemment 
eente; on aura donc, sous les Siti. Rdivaéedi le déve- 
nent absolument et uniformément convergent 


m=en=—e 
Y= Me x Zn.m COSMH COSNY + Ba,m Cosma sinny 
fy m0 neo 4 
Sin ma cosny + Bh m Sin ma sin ny). 
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7. Comme application particuliére, je considére la série double 


: C a « 
aes (s+ mw + nw’ ie (yu. entier positif) ; 


z est une quanuilé imaginaire quelconque, ainsi que w et w’; le 


wes , : 4 ; ae, 
rapport —— n'est pas réel. Les points représentés par les quantités 
yD 
imaginaires 


mw + nw’ 


forment, dans le plan, les sommets d’un réseau de parallélogrammes 
qui couyre entiérement le plan; nous supposerons que < ne coin- 
cide avec aucun de ces sommets. Nous allons montrer que la série 
précédente est convergente si » est supérieur a deux. 


Soient 
S=x4+y, wow =a+ iB, w= y+ 16, (46 — By #0). 
La série des modules des termes sera 


I 
>, pe 
z 


[((w+-ma+ny)?+(y+mB+ns)?] 


Or, daprés le théoréme du § 5, cette série sera conyergente si 
u. >> 2. Ce théoréme est, en effet, applicable; car, dans le poly- 


nome 
F(m,n)=(a@+ma2+ny)?+(y+m$3+né), 


ensemble des termes du second degré 
(ma2+ny)?+ (mB + no)? 
ne peut s'annuler que pour m—=n=o. 


La fonction f(z) de la variable complexe z, définie par la série 


précédente, 


m=+0 nN=+0 


bs I a 
NAGS DS > (3-+- mw nw’ )l th = 2), 


ma=—e2 aS 


joue, dans la théorie des fonctions elliptiques, un role trés impor- 
tant; elle ne change pas, en effet, quand on remplace 3 par 5 + w 
et par 3-+ w’. Nous aurons l’oceasion d’y revenir. 


vo 
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7 

8. Ce sont des séries simples qui donnent le plus facilement des 
exemples de fonctions doublement périodiques, c’est-a-dire restant 
invariables quand on remplace la variable x par z+ w et par 
xz +’, Soit, par exemple, la série 


m=-+- 0 


(4) J(2)= 


m=—e 


ex+me - 
Geta Ser: 


pour toute valeur de x, qui n’est pas de la forme 
L=—MwH+-(2N+1)Te (m et n entiers), 


cette série sera convergente; on suppose que la partie réelle de w 
n’est pas nulle. 

On peut former des séries de deux variables x et y possédant 
quatre couples de périodes, et, quoiqu’elles présentent beaucoup 
moins d’intérét que la précédente, je m’y arréterai un moment ('). 
Soient a, B, a’, 8’ quatre quantités réelles (a3'— a8 A 0); for- 
mons la série 4 double entrée 


m=+en=+0 


5 ex+ma+np ey+ma’'+nB’ 
( ) a >, (I a ex+ma+np )2 G = ey+ma' +n’ 2 : 


m—=—o R=—— 0 


et cherchons si elle est convergente. Posons 
u= er, Pua ef, a= 6, b= of, a' =e’, bene 


la série deviendra 
amhn a'mph'n 
up - m hn rym on zi 
2 (ua ih (va 1)? 


Je dis qwelle est convergente pour toute valeur de u et v, a 
Vexception des valeurs réelles et négatives. 


Considérons d’abord la série pour u = 9 =1. Nous avons 


amhn aim pin 
(i+am bn )2 (+am b'n)2 Z 


(6) 


c’est une série a termes positifs ; montrons qu’elle est convergente. 


(*) E. Prearp, Sur certaines expressions quadruplement périodiques (Bul- 
letin de la Société mathématique, 1889.) 


P.—I. 8 
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Je considére le quotient 


ex 


(1+ e%)2? 


cette expression ne change pas quand on change 2 en — @; ona 


done, x étant positif, 


ex e-x 


EY ret ke 


(1+ e%)2 (1+ e-#)? 


Donc, pour x de signe quelconque, nous pouvons écrire 


et | 
SS Ee 
(1 ++ et )2 eh ? 
el par suite 
ambhn amb'n 


<< e-|ma+nBl—lmo’+nB'], 
(1+ ambn)2 (1+ aim b'ny2 iw 


Mais, x et y désignant deux nombres positifs, on a 
emtsy <= e-V=4+y?, 


Comme, d’autre part, pour z positif et suffisamment grand, 


I 
CTF << 9 
ay 


v. étant un entier positif qui peut étre pris arbitrairement, il en 
résulte que 


I 


e-2-y << ———___ 3 
* ae ye 


a r 


et, enfin, nous voyons que le terme général de notre série est 


moindre que 
1 


[(ma+nB)+ (mal + np)? ]e 


La série (6) sera donc une série convergente. 


Donnons maintenant a wu et ¢ des valeurs quelconques pouryu 
qu’elles ne soient pas réelles et négatives; en changeant men — m 
et n en — n, nous pouyons écrire le terme général de notre série 
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sous la forme 


aim hn qm b'n Ie amhnr\2 /yraqim§'n\2 
(1+am bry2 (i+ qim b'n)2 u-ambn Let qim hin ; 


: I+ ambn f ; 
Or le module du quotient --———-. représente le rapport des dis- 
UuU+amnbn 

tances des points 1 et w au point — a” b”, c’est-a-dire a un point 
situé sur la partie négative de l’axe réel. Ce rapport restera donc 
s sous ee P ‘ r-aimbp'n 
compris entre deux limites finies; il en sera de méme pour ——~ 

y p+qinb'n 
Par suite, la série (5) sera absolument convergente, sauf pour les 
valeurs de e* et eY réelles et négatives, c’est-a-dire, en posant 


a=—2'+ iz", y=y'+ iy", quand 


tt 


a" =(2k+-1)nt, y"=(2k'+1)rt (k et & entiers). 
L’expression (5) ne change pas quand on remplace 


x par ©+ 27, 


y par y+ 27, 
et, d’une part, simultanément, 


ew par xv+a et y pary+a; 
d’autre part, 
xparg+8 et y par y+ fi’. 


Crest done une expression quadruplement périodique; la pré- 
sence des valeurs de x et de y, pour lesquelles l’expression n’a 
aucun sens, ne nous permet pas de la regarder comme une fonc- 
tion de x ety, dont on puisse suivre toujours d’une maniére con- 
tinue la valeur entre deux systémes (2), y,) et (%2, V2): 


9. L’expression précédente va nous fournir un exemple de dé- 
yeloppement en série trigonométrique; changeons seulement un 
peu les notations. Je considére la série 


mo+e N= +O 


§ ekla+tme)+Bly+nw’) eX (x+-mw)+B'(y+-noy’) 
(@%,y)= s s ‘ii 


— et(r+meo)+Sly+nw') ]2 [1 fH ex (x+mo)+B(y-+nw' 2” 


m——e AO 


” , : oY 
w, w', a, 2', & et 8 étant toujours réels, et «8’—a'8 different de 


a 
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zéro. Il est clair que cette expression ne différe de celle que nous 
avons considérée plus haut qu’en ce qu'une substitution linéaire a 
été effectuée sur les variables. Le Tableau des périodes est, pour 
expression précédente, 


L wa 
Ww 0 
() w! 
Gi Gi 
Hi H'z 


G, G’, H et H’ sont définies par les deux systémes d’équations 


aG+BG'=anr, «aH +H’ =0; 
a’ G+ B'G'=0, aH + p'H’= arn. 


L’expression n’a aucun sens pour les valeurs correspondant 
Wune part a 
av" + By" =(2k+1)z, 
d’autre part a 
a’ x" +-B'y" = (2h+1)7m, 
en posant toujours 


Gt ile Sa Tee YSeyrty. 


La fonction F(x, 7) est donc déterminée, en particulier, pour 
toute valeur réelle de x et y, et elle admet les périodes w et w’. 
Nous pouvons donc la développer en série trigonométrique; ce 
sont les coefficients de ce développement que nous allons chercher. 


10. Avant de prendre le cas de deux variables, je traiterai le cas 
dune seule variable, c’est-a-dire du développement de f(z) du § 8, 


m=+0 
ex+ma 
I= 2, Ge eemoy’ 
m=—@ 


w étant réel. 
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La fonction f(z) étant paire, nous aurons (') 


J(@) ay, A, cos “Pee 


& 


Calculons les coefficients A, : on aura 


wo m+ 2 
2 er+ma 2pTtzr 
Ap=— - | cos pre dx, 
WO (1 zs Ext )2 w 


m=-— 2 


0 


que l’on transforme de suite en 


wt © 
2 ex 2PTRL 4 RSS 2pTtL 
Ap =-— sO Sa cos — dx 
( Jog Lene 


a. prt ; 
nya. CoS e* ja w am 


. ’ ra 2pm 
Il nous faut calculer l’intégrale précédente. En posant -Pt =a, 


Ww 


nous avons l’intégrale 


a2 ex 
——,,, cosax dx 
wih (bs e= )* 


qui, en intégrant par parties, peut s’écrire 


Shee ein 
= ogy 7 oT oN aL; 
2 dg AI-he*) 
mals 
1 (—1)® ent Dx 
L = ¢-7 — eo 22 LL, |= —an n—1 e—nx s 
1+ ex 9) i mated 
done 
* sinaxdr a a 
; 1+ ez I+ @ 2? +- a? 
as 2 e-(n+i)x | 
oye ee ep [ — -sinax dx, 
naa admits oe 


(') Dans la théorie des séries trigonométriques, nous avons supposé la fonc- 
tion f(x) définie dans l’intervalle (0, 27); le développement en série procédait 
alors suivant les sinus et cosinus des multiples de a. Si la fonction f(a) est dé- 
finie dans l’intervalle (0, w), le développement procédera suivant les sinus et 


: 2nz - : : ! 
cosinus de ———; comme on le voit de suite en faisant le changement de variable 


© 
2TL 


Fy i — et) 
w 


qui transforme l’intervalle (0, ») en Vintervalle (0, 27). 
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si Von remarque que 


eo 
a 
f SINaLEe-* dz = ——— .« 
0 n? + a> 


Or il est aisé de voir que le reste 


2 e-int+iae . 
—_——sinaxdx 
0 l-- e-* 


tend vers zéro, quand n augmente indéfiniment. La valeur absolue 
de cette intégrale est moindre en effet que 


S I 
e-V+Dz dy = — 4 
0 n-+i 


On aura, par conséquent, 


n= 
ra ex ; a 
——— cosax dx = — + s (— 1)? —-=— 
o AU Set 2 nar 
Veet | 
Or on a Videntité 
P (Rae) 
== J nag Tat 
LS GU ae tee 
2+ a? 2 SINT at We 
Rat 


On en conclut 
w (era — e-Ta)” 


Le développement cherché est, par suite, 


pHo2 
P 2 4g a 
, J(e)=-+— — COSam 
® C ee ae eee 
pas 
ot. ona 
Tk 
C= ——- 
) Cette formule résulte du développement 
771 = 2 
I {—ryz)™ 
=-4- 22 
sins Ame IEA 
m= 1 


( Voir, par exemple, Brior et Bouquet, Fonctions elliptiques, p. 284.) 
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41. Reyenons maintenant a la fonction de deux variables F(a, v), 


pour la développer en série trigonométrique. Cette fonction satis- 
faisant a la relation 


a * 
F (x,y) = F(—2,—y), 
son développement sera évidemment de la forme 


2pTwr 207 : ie abe » 29% 
. yA ng 08 f cos ~£ — + Bp,g sin f ity. 
w a) w 


w! 


Calculons d’abord A, 7. Ona 


Apq = ne, Lf i F(a, yyeos 2282 ZS cos FE dx dy 


qui se transforme de suite en 


a eur+By ex'x+Bly pre  a2qguy 
Ap = 20S - COS - 
: ww’ F 


cos 
(1 + ete By)? (1+ eve+B yp wo 


dz dy. 


Posons 


22+ By =u, art B'y =o, 
dou se urent 


e=hu+pe, yoNu-po. 


En posant 
- 8 5 ne, 
af’ —a’B’ “= ae —a'B’ 
r 
v 7. = P 7 pe fat Z 7 
af’ — a’ B aB'— a’ B 
on aura 


ee —~ Ve) oo e& ev k F ; 
Ay.g= — — fs fe (est Gent cosa(Au+ pe) cosb(A'u+ pv) dude, 
’ gt y 


ou 


Remplagons maintenant 


2cosa(Au+ pe) cosb(A'u + p'e) 


par : 


cos( ak + b)')u.cos(ap + by')e — sin(ah+- 62')u sin(ap— by')e 
+ cos(ahk — 62’) u.cos(ay — bp')e — sin(ah— b)’)u sin(ap — byp')e. 
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La partie relative aux sinus disparait dans l’intégration. Il reste 
une somme de deux intégrales doubles ; chacune d’elles est un 
produit de deux intégrales simples rentrant dans le type corres- 
pondant 4 une seule variable. Toute réduction faite, on a 


8 A B A’ B’ 
Dae = ial eect ep tte A Bt GN op BY? 
ww’ (aB'— a’B) | e& — e—A eB — e— eX —e —* eB e— 


en posant 


<< 2m? Ps’ i) qa : piss 272 ‘PP # qa : 
aR’ — a! w a)! a3’ — co) ay 

a 2? PE ee ae ee (ee ; 
ap'—a’B \ w 5) a8’-—— 2’ 8 ra) w 


Le second coefficient By,q sobtient par un calcul tout sem- 
blable : on a seulement, entre parenthéses, une différence au lieu 
dune somme. On trouve ainsi 


8 A B A! BY 
Bo (— = 


wo’ (a — a’ 6 ) —e—A eB—e-B_ eA’_ eA wee) 


Tel est ce développement en série trigonométrique : il pré- 
sente, comme on voil, quelque analogie avec le développement 
en série trigonométrique de la fonction elliptique considérée plus 
haut et il peut étre regardé comme en étant, 4 un certain point de 
vue, une extension au cas de deux variables. 


III. — Exemple de séries multiples ot les entiers 
ne sont pas arbitraires. 


42. Dans les séries multiples dont nous nous sommes occupé 
jusqu’ici, les nombres entiers, dont dépendait le terme général de 
la série, étaient arbitraires et prenaient toutes les valeurs entre —o 
et +o. Il en sera souvent autrement; je vais en indiquer un 
exemple ('). Partons de la forme quadratique ternaire 


uz 92 — w?, 


(*) Voir mon Mémoire: Sur une classe de groupes discontinus de substitu- 
tions linéaires ( Acta math., t.1). 
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Je considére les substitutions A coefficients entiers 


u=M,U+P,V+R,W, 
= M,.U+P,.V+ RW, 
w=M,U+P;V+R,W 


4 
qui transforment la forme en elle-méme, c’est-i-dire telles que 
Von ait idenuquement 
4 


; we ‘ U2 92— w? = U2+ V2— W?; 


ee aura les relations 


M?+ M3—M3=1, 
P? + P} —P} =1, 

R? + R3 — R3} =—1, 
) P;M,+ P.M,— P3;M; = 0, 
M,R,-+ M,R2— M3 R; = 0, 
| Py Ry+ P2R,.— P3R3 = 0. 


elles sont les équations auxquelles doivent satisfaire les neuf 
rs (M, P, R). En tenant compte de ces relations, les formules 
bstitution se résolyent immédiatement par rapport 4 U, V 
. W ; on trouve ainsi 


an U= M,u+Msze— Mze, 
V= P,u + Pov — Pye, 
W =— Ryu — Roe + R3 a, 


M+ “ie 

M+ P?— R?=1, 

M3+ P3?— R}=—1, 

re’ M,M,+ P, P.— yg lte-== 0, 
M. M;-+ P2P3;— R2R; = 0, 

- M3;M,+ P3P,y— R3 Ry =0. 


vy) bde nombres entiers (M, P, R) satisfaisant aux 
Y kay syatine aS ee (8). 


le poe ane effectuées 


282 EQUATION DE LAPLACE. — DEVELOPPEMENTS EN SERIES. 


sur les variables x et y 


74 > M,2x+ P, y+ Ry . Mov + Poy + Re 
fc) X= ~ > ie — — . 
: M32 oe a P3¥ a> Rs M32 + Pay+ Rs 


Ces substitutions forment un groupe: par la on entend que 
deux substitutions de cette forme, faites successivement, donnent 
une nouvelle substitution rentrant dans le méme type ; c'est 1a un 
point évident, puisque le produit de deux substitutions, qui trans- 
forment respectivement une forme en elle-méme, sera une substi- 
tution jouissant nécessairement de la méme propriété. 

Nous allons montrer que le groupe des substitutions 5 est 
discontinu pour les points (x, y) situés a Vintérieur du cercle 


(tT) 2 yh — 1, 


cest-a-dire qu’a chaque point A de V’intérieur de ce cercle ne cor- 
respond, par les substitutions du groupe, que le point A lui-méme 
dans une aire suffisamment petite décrite autour de ce point. 


13. Remarquons d’abord que, de l’identité 
U2+ V2 — W2 = u2-+ 92 — wy?, 


on déduit de suite 


I 


Keay 2 = - 
"= (Mga Pay By)? 


(a4 a ya 


Il en résulte que, si le point (x, 7) est 4 ’intérieur du cercle LP, 
il en sera de méme du point (X, Y). Observons maintenant qu'il 
ne peully avoir qu’un nombre fini de substitutions du groupe 
pour lesquelles | Rj | soit moindre qu’une quantité donnée ; ¢’est 
ce qui résulte des équations (7) et (8). L’équation 


M?+ P2= R?—1, 


par exemple, montre que les valeurs absolues de M; et P; sont 
limitées en fonction de | R; |, et les trois premiéres équations (7) 
apprennent successivement qu’il en est de méme de M,, P,, Ry 
ets, Pa. Re 

Montrons encore, et c’est la le point essentiel, que, quand la 
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valeur absolue de R; grandit indéfiniment, le point (z, 9’) restant 
a Vintérieur du cercle I, l’expression 


| M32 + Ps ¥ a Rs | 
grandit elle-méme indéfiniment. Ona, en effet, 


M P 
M3x + P3 vy + R3 = Rg (1+ BR,” = R,”’) : 


et, en posant 


M; Ey | i p 
— = Ft — —— ==) f = 
ne | HB R53 Vy v, ly | ¥ ? 
on aura 
| + ee ' Ps eS n Lo" 4 
Spare hei “AE i gaa aa 


le second membre étant positif, comme nous allons le montrer. II 
peut, en effet, s’écrire 
1— (pa’+vy")?_ 
I+pa'+yy 7 
or, puisque 


pe v2 S14, 
Videntité 
(wa + vy')® = (w+ v2) (v2 + v2) —(py'’— va") 
montre que 
(ua +tvy')r< a't+y". 


Il en résulte que 


et de Vinégalité 


t— a ame 


| M327 + P3y+ R; | =. | R; | = 


alae 

2. 
se conclut de suite le résultat énoneé. | Ry| étant d’ailleurs au 
moins égal a Vunité, le dénominateur M; 2 + P; vy +- Rg ne pourra 
s’annuler, et, par suite, la substitution 


coal Myx + Pay Ry 


M,2r + Poy ar Rs 
ri Myz +P, y + R;’ y 


Siar. +8, 


Y. 


4 
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donne toujours une valeur déterminée pour X et Y, quand le 
point (x, vy) est a Vintérieur du cercle Y. 


14, Ces remarques faites, la discontinuité du groupe se dé- 
montre immédiatement. En effet, la relation 


I 


LAS eV 6a ; 
aris (M32 + P3 y+ R;)? 


(1— v2— y2) 


montre que 


; =. 4 
TEES Rigel? 

done, quand, dans la suite des substitutions, la valeur absolue 
de Rs augmente indéfiniment, le point (X, Y) se rapproche indé- 
finiment de la circonférence [. Il en résulte que les points cor- 
respondants au point (2, yv) sont nécessairement distants de ce 
point (une quantité finie; donc, dans une région suffisamment 
petite autour du point (2, 7), il n’y a, en dehors de ce point 
lui-méme, aucun point qui lui corresponde par les substitutions 
du groupe. Celui-cé est discontinu. 


15. Le déterminant de la substitution 


| M, Py Ry 
fe Pn as | 
M; P3 R3 i 


est nécessairement égal a =1. Nous allons, dans la suite, consi- 

dérer uniquement les substitutions pour lesquelles ce déterminant 
- 

est égal a +-1; elles forment un sous-groupe dans le groupe gé- 

néral étudié jusqu’ici. 


Il sera utile de calculer le déterminant fonctionnel 


D(X, ¥) 0% oY OX oY . 
D(z, y) ox dy dy oz: 


un calcul facile donne 


D(X, Y) _ Ne, 
Diz, yv) (Msx-+ Ps + R;)8 
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Or 


Ceci posé, nous allons établir que la série multiple 


I 
X [iat Payet RP 


étendue a toutes les substitutions du groupe, est convergente, le 
point (29, V7) étant toujours a l’intérieur du cercle I. 

Pour l’établir, supposons d’abord le point (29, yo) tel que la 
substitution unité (c’est-a-dire X = x, Y =) soit la seule qui 
le transforme en lui-méme: c’est ce qui arrive évidemment pour 
un point pris arbitrairement. Tragons autour du point (x, V9) 
une petite aire 6); les substitutions du groupe transformeront 
cette aire en une suite indéfinie 6,, 6),.... Si l’aire dy est assez 
petite, les aires 6 seront toutes extérieures les unes aux autres et 
n’auront pas de parties communes ; c’est la une conséquence im- 
médiate de la discontinuité du groupe, et de ce que le point 
(£9, Vo) et, par suite tous les points de 6), ne peuvent étre trans- 
formés en eux-mémes que par la substitution unité. La somme 
des aires 6 est évidemment finie, puisqu’elle est moindre que - 
Vaire du cercle [; or cette somme est 


[faxa, 


étendue A toutes les aires 6. 


[fa dY, 


étendue a une aire 6 transformée de 6, par la substitution (5S), 


peut s’écrire 
bk dg dy 
A | Mga + P3 vy + Rs |8 


étendue a 6). La somme des aires 6 peut donc se mettre sous la 


forme 
T 
Leese eo 


la somme étant étendue a toutes les substitutions du groupe et 


Mais l’intégrale 
- 


Vintégrale double a l’aire 6). Celle-ci étant arbitraire, il est ma- 
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nifeste que l’intégrale précédente ne pourra avoir une valeur finie 


I 
> | Msx = P; Wf a R; tg 


est convergente. Sil’on veut préciser davyantage, on peut remar- 


que si la série 


quer que, d’aprés ce qui a été dit plus haut, 


I ib A 
[Msc+P,y+Rs| |Rs|’ 


A élant une quantité positive, dépendant de x et y’, mais restant, 
quand (a, v) est a Vintérieur d’une aire n’ayant pas de point com- 
mun avec la circonférence , comprise entre deux limites fixes, 
positives et différentes de zéro. L’intégrale précédente s’écrit alors 


~ Re ff» patie ds 
Bil atone 


Or, comme l’intégrale double est finie et différente de zéro, il 


irae 


étendue a toutes les substitutions du groupe, soit finie (on ne doit 


faut que 


pas oublier que, dans |’évaluation de la somme précédente, plu- 
sieurs termes peuvent correspondre a la méme valeur de R;). De 
la convergence de la série précédente, il résulte bien que la série 


T 
>; | M32 ae P3y+ Rg ig 


converge pour tout point (2, yv) a lintérieur du cercle I’, non- 


seulement pour une position arbitraire de ce point dans Tl’, mais 
méme quand il y aura plusieurs substitutions transformant ce 
point en lui-méme. 


16. Le résultat précédent permet de former un grand nombre 
de séries multiples absolument convergenles et représentant des 
fonctions remarquables de x et vy. Soit R(x, 9) une fonction 
rauionnelle de a et yv restant continue a l’intérieur du cercle T, 
sauf tout au plus en un nombre limité de points ; de plus, sur la 


yr ess 
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circonférence méme de ce cercle, on suppose essentiellement 
qwelle reste finie. Telle serait, par exemple, la fonction 


1 
eit yh 


wit ‘ 
Telle serait encore la fonction 


sy i 
pe. See a ne 
a—r—y 


: a élant une quantité positive supérieure ay 2 (pour que la droite 
re #—y = 0 ne coupe pas le comple T’), 
" Formons alors la série 


a 
eS Geectanes M.r7+ Poy + x) I ae 
M,2-+Psy + R;’ Maz Psy +R;/ (Msv + P3y + Rs)?’ 


la la sommation étant étendue a toutes les substitutions du groupe. 

a fonction R, par hypothése, ne deyient discontinue que pour un 
mbre limité de points; considérons l'ensemble E des points qui - 
ur correspondent par les substitutions du groupe. 


sédente sera convergente, car la valeur absolue de 


ean ee) 
Mga + Psy + Rs’ Mgr +P3y+-R;/’ 


a toujours moindre qu’un nombre fixe; et de ce que la série 


I . 
Dita Pay BP 


nyergente, on conclut de suite que la série proposée est con- 
nte. Si (x, 9’) coincidait avec un point de l’ensemble E, il y 
tun terme ou un nombre limité de termes qui deviendraient 
s dans la série, les autres formeraient une série convergente. 
précédente représente une fonction F(x, 9’) jouissant 
propriété remarquable. Supposons qu’on effectue sur (x, y) 
ubs 2 du groupe 


paw + THY a P Pet + Te y+ *), 
pee ms I* Pr’ Pao Ty + ps 


= zs , P . 
ri 


#@ a) 
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chaque terme de Ja nouvelle série devient égal 4 un terme de la 
premiére, multiplié par le dénominateur des formules de substitu- 
tion élevé a la troisiéme puissance. 


On a done 


2 geal hae Q1 Pet -+ Te V+ Ps 


it 3 2 F(a E 
32 = Ry = 03. P32 4- 73 Y¥ + =) ena eae (7, y) 


Ces fonctions sont les analogues des fonctions d’une variable, 
appelées thétafuchsiennes par M. Poincaré, et qui jouent un role 
si important dans sa théorie des fonctions fuchsiennes [ Porncant, 
Mémoire sur les fonctions fuchsiennes (Acta mathematica, 


tk 


TROISIEME PARTIE. 


APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL 
INFINITESIMAL. 


CHAPITRE XI. 


THEORIE DES ENVELOPPES. — SURFACES REGLEES. 
CONGRUENCES ET COMPLEXES. 


I. — Théorie des enveloppes. — Surfaces développables. 


ie Rappelons d@abord quelques formules relatives aux courbes 
gauches et aux surfaces. Nous avons vu que le carré de la différen- 
tielle d’un are de courbe est donné par la formule 


ds? = da? +- dy? + dz?. 


Sur une courbe gauche, on peut fixer, arbitrairement d’ailleurs, 
un sens correspoudant aux ares croissants; la tangente menée en 
un point arbitraire M de la courbe dans le sens des ares croissants 
est alors une demi-droite parfaitement déterminée. Nous désigne- 
rons toujours dans la suite par a, {, y les cosinus des angles que 
fait cette direction avec les axes de coordonnées; dans ces condi- 
tions on aura 


Relativement aux surfaces, en désignant par p et q les dérivées 
P. a i Tg 
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artielles et 2%, l’équation du plan tangent en un point (2, %5 29 
partielles + € ay? eq p § i es 
est 

L—s=p(X—2x)+q(Y—y). 
Si, au lieu d’étre définie par la valeur de zen fonction de x ety’, 
la surface est donnée par les trois équations 


av =f u,v), De Clea; a= Yu, 9); 


wet étant des paramétres arbitraires, |’équation du plan tangent 
sera 


Caen) D(z, z) 


D(z, ¥) 
ie, v) 2 


NOC, ) ag = hie, © ?) = 


(X 


en posant, comme nous l’avons fait précédemment, 


Diy, 4) Oy 0s ody dz 


D(u,°) ouoe op Ow 
Si le point considéré est un point simple de la surface, corres- 
pondant aux valeurs wy et vy de uw el, on peul toujours supposer 
la représentation paramétrique telle que les trois déterminants 
fonctionnels qui figurent dans |’équation précédente ne s’annulent 
pas simultanément pour w= WU), ¢ =); nous ferons toujours 
cette hypothése dans la suite. 


2. Etant donnée une famille de courbes représentée par l’équa- 
lion 
Stn, J, 4) =0, 
ot figure un paramétre arbitraire a, on sait que l’enveloppe de 
cette famille de courbes s’obuent en éliminant a entre |’équation 
précédente et Véquation dérivée 


of 


0a 


De plus ’enveloppe est tangente A chacune des enveloppées. 
Pareillement étant donnée la famille de surfaces 


(1) I(2; Fey 4) 05 


Venveloppe de cette surface, c’est-a-dire le lieu des intersections 
? 
limites de chaque surface avec la surface infiniment voisine, s’ ob- 
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tient en éliminant q@ entre cette équation et 


7) 
(2) es = 0. 
La courbe définie par les équations (1) et (2), qui est la limite 
_de Vintersection de la surface (1) avee une surface infiniment voi- 
sine, s’appelle la caractéristique de la surface. La surface enve- 
loppe est le lieu des caractéristiques; chaque enveloppée est tan- 
gente a l’enyeloppe en tous les points de la caractéristique 
correspondante. Nous nous contentons de rappeler ces proposi- 


tions tout a fait élémentaires. 


3. Au lieu d’une famille de surfaces dépendant d’un seul para- 
métre arbitraire, considérons maintenant une famille de surfaces 


(3) Bi (ar, yeah Nee 0) EO 


dépendant de deux paramétres a et b. 
En donnant a ces paramétres, 4 partir de deux valeurs déter- 
minées a et b, des accroissements Aa et Ab, nous aurons une sur- 

face voisine 
S(@, 7, 4, a+ ha, 6+Ab)=0, 


qui coupera la premiére suivant une certaine courbe C. Lorsque 
Aa et Ab tendront vers zéro, la position limite de la courbe C dé- 


ees Ab Ete a 
pendra de la limite du rapport he Pour préciser, considérons b 


comme fonction de a, soit b= (a); la courbe limite sera alors 
représentée par les équations (3) et 


da ob* 


Quelle que soit la fonction arbitraire o(a@), les courbes définies 
par les équations (3) et (4) auront en commun les points définis, 
pour chaque systéme de valeurs de a et b, par les équations 


ay. ie 
(5) Parent 
BREN esl 
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Nous supposons, ce qui est le cas général, que, pour des valeurs 
arbitraires de a et b, ces trois équations déterminent des points 
isolés (x, 7, 3). Les trois équations (5), par l’élimination de a et b, 
définissent une surface S qui est dite ’enveloppe de la famille de 
surfaces 4 deux paramétres représentée par l’équation (3). 

Prenons un point arbitraire (x, v, z) sur la surface 5 ; pour cette 
valeur de x, v, s les équations (5) admettront une solution com- 
mune en a et b. La surface (3) correspondant a ces valeurs de 
a eth et la surface S sont tangentes en (x, y, 3). En effet, les 
coelficients p et g de l’équation du plan tangent a la surface (3) 
sont donnés par les équations 


? 


Pour obtenir les coefficients p et g de l’équation du plan tan- 
gent 4 la surface S, on peut imaginer qu'on ait tiré @ et b en fone- 
tion de x2, vy, = des deux dermiéres équations (5) et porté ces 
expressions dans la premiere; ce qui donnera 


of ot rate ss) of / ob ) 


Ox ds’ da\oaw Pda] 0b \ dx aes 
of “Of 0}. (Oe lee SS ae ODN a3 
oy Wd Oz +254 1 oz) * 0b Creamers ase 
. , . mel era : = of 2s of > 5 
qui se réduisent aux précédentes puisque = da Le théo- 


reme est done démontré. 


(emarquons que l’équation du plan tangent a une surface dé- 
pendant, en général, de deux paramétres arbitraires, toute surface 
peut, au point de vue précédent, étre regardée comme l’enyeloppe 
de ses plans tangents. 


4, Considérons maintenant une famille de courbes gauches re- 
présentées par deux équations 


Ba Pay %, a)=0, 


o(2, VY, 4, )= 09, 


(C) 


qui renferment un paramétre arbitraire a. Cherchons si ces courbes 
gauches ont une enyeloppe, c’est-a-dire s'il existe une courbe I a 
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laquelle les courbes C restent tangentes. S’il en est ainsi, on aura 
sur chaque courbe C un point de contact, et les coordonnées de ce 
point seront des fonctions de a. Désignons par la lettre d les dif- 
férentielles relatives & un déplacement sur la courbe C. On aura 


of 0 ) 

ae Eda 5 oS dy a dz = 0, 
09 0° 

a5 dx + 5 He tgs 55 == (9 


Soit 6 une différentielle relative 4 un déplacement sur la courbeT; 
nous aurons 


Ff rea 
0z 0a 


Sh tn + SE oy + TA ca=—d, 
On 0 Oo Ohne 
Beet hy ie Ia Ba 
Ox oy z da 


Or les courbes C et T étant tangentes, il faut que 


dz dy lz 
ae a eS 
6x oy 63 
nous en concluons 
of ae) 
dates mae 


Ainsi, les trois fonctions x, vy, 3 de a, correspondant au point 
se NG. ; | 
de contact, doivent vérifier les guatre équations 


y 09 
S( 2s; 5,a)=0, (2, ¥, 5,4) =0, of =o, 0a =; 


Ces quatre équations deyront done avoir une solution com- 
mune en x, ¥, 5, quel que soit a. Cette condition nécessaire est 
bien évidemment suffisante. 

Dans certains cas, la famille de courbes pourra étre donnée par 
les équations 

o = Ss a), 
y = 0(4, 2), 
a= $(t, 2%); 


pour une valeur fixe donnée a a, en faisant varier le paramétre ¢, 
on aura une courbe de la famille. La courbe enveloppe, si elle 
existe, sera déterminée par l’expression de ¢ en fonction de a. Les 
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deux directions 


ae Io. ov 
Of se. ie tbe 
Ot ot ot 
el 
Ofin OTR Oo . 00. Oy , Oy 
——ot-+ —oa — + —10x —ot+ — o4 
icy base t at ot Ja” ot | da 


Of OPN Od 


Ob in. 4 Obie. 108 
of op oy 
m) On Ox 


Ces deux équations devront ayoir une solution commune en ¢, 
quel que soit a. 

Une classe importante de courbes gauches, ayant une enveloppe, 
est celle des caractéristiques des surfaces dépendant d’un paramétre, 
dont nous avons parlé au § 2; les quatre équations sont, en effet, 
dans ce cas, 


| af af aup iad 
AML IRN sO ie ake Boacaie 
elles se réduisent a trois, 
af nf 
iie—0, a5 ee 7 le 


Les valeurs de x, vy, z en fonction de a, qu’on tire de ces trois 
équations, définissent la courbe a laquelle restent tangentes les ca- 
ractérisliques. 


5. Unycas particuliérement intéressant est celui ott la surface f 
se réduit a un plan. Soit donc le plan mobile 
Az+By+Cs+D=o0, 


ot A, B, C et D dépendent d’un paramétre a. La caractéristique 
dece plan s’obtient en adjoignant al’équation précédente l’équation 


A’e+ By + (C'z+ D'=0, 


les accents étant relatifs aux dérivées par rapport a a. Cette carac- 
léristique est une droite, ct le lieu de ces droites est une surface 
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réglée dont toutes les génératrices resteront tangentes a une courbe 
gauche. Celle-ci sera définie par les deux équations précédentes 


et la suivante 
A" a2 + By + Gs 4- D* =o. 


Ces trois équations définissent a, vy, z en fonction de a, et l’on 
a ainsi la courbe a laquelle toutes les droites considérées restent 
tangentes. 

On appelle surface développable toute surface enveloppe d'un 
plan mobile qui dépend d’un seul parameétre arbitraire. D’aprés ce 
qui précéde, une surface développable est le lieu des tangentes a 
une certaine courbe gauche. 

Réciproquement, le lieu des tangentes a toute courbe gauche est 
une surface déyeloppable; nous allons, en effet, prouver que, par 
chaque tangente 4 une courbe gauche I’, on peut faire passer un 
plan 


(6) A(X—a2)+B(Y—y)+C(Z—s)=0 


dépendant du seul paramétre ¢, en fonction duquel sont exprimés 
L,Y, = pour la courbe gauche, et tel que sa caractéristique soit 
précisément la tangente a la courbe I au point (x, y, 3). 

La caractéristique de ce plan est donnée par l’équation (6) et la 
suivante 


7 me REED nee dC _ dx dy CS 


Ces équations représenteront la tangente si 


Adz+ Bdy+ Cdz=0, 
dA dx + dB dy +dCGdz=o0. 


Telles sont les deux équations auxquelles doivent satisfaire les 
fonctions inconnues A, B, C de ¢. On peut les remplacer par les 
deux suivantes, enticrement équivalentes, 


Adz +Bdy +(Cdz =o, 
Ad@dz+Bdty + Cd?s=0, 


qui déterminent des quantités proportionnelles a A, B, C, et, par 
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suite, l’équation du plan (6) est déterminée. Nous retrouverons ce 
plan plus loin sous le nom de plan osculateur. 


6. Toutes les surfaces développables satisfont 4 une équation 
aux dériyées paruielles qui les caractérise. Les coefficients de I’é- 
quation du plan tangent a une surface développable ne dépendent, 
par définition, que d’un seul paramétre. Or l’équation du plan tan- 


gent étant mise sous la forme 
; 0z Es 
Le 6 PUR gee) (p=<) mer 


on voit que les dérivées partielles p et q, fonctions des deux vyaria- 
bles indépendantes x et y, sont fonctions d’un seul paramétre, et, 
par conséquent, fonctions l'une de lautre, soit 


P=9(¢q). 
Or introduisons les dérivées partielles du second ordre 


Ps ‘. Orie) & i Oz 
ast Sates azoy .? oy? 


EAN ye 


~- 


en différentiant Videntité précédente successivement par rapport 
xretay,ona 
r=9(q)s, s=o(q)t 
et, par suite, 
Tri — 5s? =0. 


un 


Ainsi, pour toute surface développable, quand on considére 
comme fonction de x et y, l’équation précédente aux dériyées par- 
tielles est vérifiée. 

Nous allons établir la réciproque, c’est-a-dire qu’a toute fonc- 
tion z de x et y, vérifiant l’équation 


rt—s?=0, 
correspond une surface développable. 
Reprenons |’équation du plan tangent 
L—pki-—qYi— (a= pa'—qy) =o. 
Je dis d’abord que les trois coefficients 


se 0 ae PSY 
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sont fonctions de l’un d’eux. De l’équation ré — s? = 0, qui peut 
s écrire 


on conclut d’abord que p est fonction de g, soit p = 9(q). Ensuite, 
le déterminant fonctionnel de 


2—pxz—gqy et gq, 


se réduisant a x(rt — s?), sera également nul; done z — px — gy 
est aussi fonction de q, soit 


(7) 4— px—qy = F(q). 
Ceci posé, les lignes de la surface, représentées par |’équation 


g = const., 


sont telles qu’en un point quelconque de chacune d’elles le plan 

tangent est le méme. Nous allons voir que ce sont des lignes droites. 
Prenons, a cet effet, la différentielle totale des deux membres de 

Videnuté (7); nous aurons 


— «xdp—y dq =F'(q)dq 
ou 


(8) —xo'(q)—y=F(¢). 


Cette seconde identité (8) montre, avec lidentité (7), que le 
lieu des points de la surface out g a une valeur constante est une 
ligne droite ; celle-ci est donnée par les deux équations 


s—2ro(q)—qy=F(q), 
—xe(q)—y =F(q); 


et l’on voit, de plus, que la surface est l’enveloppe d’un plan mo- 
bile dépendant d’un paramétre arbitraire. 

Il est clair que le calcul précédent suppose que q est une fonc- 
tion de x et y, qui ne se réduit pas 4 une constante; s’il en était 
ainsi, on raisonnerait sur p au lieu de raisonner sur g. Dans le 
cas oll p et g seraient des constantes, la surface serait évidemment 
plane. | 
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7. La courbe a laquelle restent tangentes les génératrices d’une 
surface développable s’appelle ’aréte de rebroussement de cette 
surface. La raison de cette dénomination est la suivante : un plan 
quelconque, rencontrant en un point M laréte de rebroussement, 
coupe la surface suivant une courbe qui a en M un point de re- 
broussement. 

Pour I’établir, prenons Je point M comme origine, la tangente 
en M a la courbe comme axe des x, et le plan sécant comme plan 
des zy, les axes n’étant pas nécessairement rectangulaires. On aura 
pour la courbe, en exprimant y et s en fonction de z, et dévelop- 
pant par la formule de Taylor, 


y=an?+bx +... 


=a or b'z33-.. 2k 


~ 


Une tangente quelconque sera donc représentée par les équa- 
tions 
Y—y=(2a7+36 x2+...)(X—2), 


L—s=(2@4+30'x2+.,.)(X—2). 
Nous coupons par le plan X = 0, on aura donc 


Y=y—2(2a@2+ 36 w+. —A2Z?-.. 
W hipes 


j= 
6—a2(2a'x4+3b'x?+...)=—a'x?+.... 


Nous avons donc une courbe plane pour laquelle les coordon- 
nées d’un point quelconque sont exprimées 4a l’aide d’un para- 
metre x. Les expressions de Y et Z commengant par un terme en 
x*, a la valeur 2 =o du paramétre correspondra en général un 
point de rebroussement de la courbe. 


8. Supposons que les génératrices d’une surface développable 
soient représentées par les deux équations 


B= asp, y= ba4+ 9, 


a, p, b, g dépendant d’un paramétre «. Ces quatre fonctions ne 
peuvent étre arbitraires; on trouve de suite la relation a laquelle 
elles doivent satisfaire en écrivant que ces droites ont une envye- 
loppe. Les deux équations 


ast p'=o0, b'z-+q'=0 
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doivent donner la méme valeur pour s; on a done 
a'q'—b'p'=o0. 


Cherchons l’ordre de la plus courte distance de deux tangentes 
infiniment voisines d’une courbe gauche. Les deux droites 


r=as+p, y=bs+ 9, 


7=(a+Aa)z+p-+ Ap, y=(b+Ab)s+q+ Aq 
ont pour plus courte distance 


Aa Aq — Ab Ap 
6=— —— = ____; 
V( Aa)? + (Ad)? (ab — bday? 


or, en remplacant 


I bie, 
Aa par da +- - da + BO 4-665; 
2 ) 


et pareillement, pour Ab, Ap, Ag, ona 


Aa Ag — Ab Ap 


= da dq — db dp + ~ (dea dq + d?q da — d*b dp — d?p db) +..., 


les termes non écrits étant d’ordre supérieur au troisiéme. Or le 
second terme est la différentielle du premier qui est nul, d’aprés 
la condition trouvée plus haut. Le numérateur, dans la plus courte 
distance 6, est donc du quatriéme ordre au moins; comme le dé- 
nominateur est du premier, il en résulte que 6 est au moins du 
troisiéme ordre. Cette intéressante remarque est due a M. Bouquet, 
qui l’a complétée en montrant que la distance ne peut étre con- 
stamment du quatriéme ordre, si ce n’est dans le cas des courbes 
planes, ou elle est rigoureusement nulle, et dans le cas d'une sur- 
face conique. 
Les termes du quatriéme ordre sont, en effet, au numérateur 


5 (dia dq + d3q da — db dp — dp db) + = (d?ad*q — db d®p). 
4 


Supposons que celte expression soit identiquement nulle; 
comme on a, par hypothése, 


@adq+ d?*qda—dbdp—@pdb=o, 
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qui donne, par différentiation 
Badq + dq da— &Bbdp — ad pdb =2(d*b dp — @ad*q), 


on en conclut 
@adq—@bdp=o. 


Or on peut ¢écrire 
dq — nN db, dp — i da, 


puisque 
dadq—dbdp=o, 


et, en substituant dans l’identité précédente, on trouve 
(9) di (db d?a — da d?b) = 0. 
Supposons d’abord di = 0, i sera constant, et nous aurons 
gq=db+uhz, p=ra+py, 
yet uw! étant des constantes. La droite aura done pour équations 
zr—pw=a(s+d), ¥—p=b(s+d); 
la surface sera un céne ayant pour sommet le point 
(eon, 7 = pt =a 


Laissant ce cas de cOté, nous aurons, en prenant le second fac- 
teur dans (9), 
(sia: Maen So) 
ada ab 
Si « est le paramétre dont dépendent a et b, nous aurons done 


A. lb 
log’ — log + logC, 


C étant une constante, et enfin 
a=Cb+C, 
C’ étant encore une constante. 


Or soient (x, vy, z) les coordonnées du point de contact de la 
droite avec son enveloppe; ona 


dz __dy _ dz 
i oO har Pte 
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dx = Cdy + C'ds, 
et par suite 
xa=Cy+C's+C'~" 
e’est-a-dire que la courbe, dont nous avons considéré les tangentes, 
est une courbe plane. 

Au lieu d’une famille de droites restant tangentes 4 une courbe, 
on peut considérer, comme nous l’avons fait (4), une famille de 
courbes gauches ayant une enveloppe. Le théoréme de M. Bouquet 
peut s’étendre a ce cas général, c’est-a-dire que la plus courte dis- 
tance entre deux courbes infiniment voisines est au moins du troi- 
siéme ordre. 

Nous entendons par plus courte distance de deux courbes infi- 
niment voisines la plus courte distance de deux points trés voisins 
des points de contact sur l'une et autre courbe. 

On trouyera cette extension du théoréme de M. Bouquet dans le 
Mémoire de M. Darboux, Sur les solutions singuliéres des équa- 
tions aux dérivées partielles (Savants étrangers, t. XXVU, 
2° série, p. 41). La remarque additionnelle n‘a d’ailleurs pas d’a- 
nalogue dans le cas général. 


II. — Surfaces réglées. — Congruences de droites. 


9. Nous venons d’étudier les surfaces réglées dont les généra- 
irices ont une enveloppe. Prenons maintenant d’une maniére gé- 
nérale une droite mobile 


r= as+p, y = b2+-4q, 


dont les coefficients a, b, p, g dépendent d’un paramétre arbi- 
traire «. Cette droite engendre une surface réglée. Soit D une gé- 
nératrice correspondant a la valeur # du paramétre; cherchons |’¢- 
quation du plan tangent a la surface en un point M de D, qui 
sera déterminé par la valeur de z. L’équation du plan tangent est 


de la forme 
xX — ah 


p+r(Y—bZ—q)=o0. 


Il sera déterminé par la tangente a une courbe quelconque 
tracée sur la surface et passant par M. Considérons la section faite 
par le plan Z = z. Les cosinus directeurs de sa tangente sont pro- 
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portionnels a a's +p’, b'z + q' eto; nous aurons done 
as+p'+i(b's+q')=0, 
et ’équation du plan tangent est par suite 
(b's+q')\(X—aZL—p)—(a2+ p')\(Y —bZ—q)=0, 


ou, bien entendu, les lettres accentuées représentent les dériyées 
par rapport a a. 

En particulier, nous pouvons retrouver de suite la condition pour 
que le plan tangent soit le méme en tous les points de la généra- 


; ‘ bs +g ; 
trice. Le quotient = FT ne devra pas dépendre de =z et on re- 
3 Bs 


a 


tombe bien sur la condition 
b'p'—a'g’=o. 


Revenant au cas général, étudions la variation du plan tangent 
D ’ D 
lorsque M se déplace sur la génératrice D. Pour cela, supposons 
| I § mbt og. 
que D coincide avec l’axe des 3, c’est-a-dire que a, b, p, g soient 
nuls pour la valeur de « correspondant a la génératrice. L’¢qua- 


tion du plan tangent devient 
X(b's + q')—Y(a'3+ p') =o. 


Si & désigne langle de ce plan avec le plan sOw au point M, 


ona 
Ov eig 
tang = > i 
: as—+p 


Pareillement pour le plan tangent au point M,(o0, 0, 3,), on a 


Oa+q' 


tangy’ = , 


a’ 34+ p' 
et langle de ces deux plans tangents a pour tangente 


(s— 3)(b'p'— a'q') uy 
a's--p')(a's,+- p')+(6's+q')(6 3+ q') 


MEY 


Au numeérateur figure b’p’— a'q' qui est supposé différent de 
zéro. Le dénominateur sera indépendant de s, si 


3;(a’? + 6) + a'p'-+ b'q'=0. 
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Soit, sur la génératrice D, I le point correspondant a cette va- 
leur de z,; en appelant % l’angle que fait le plan tangent en M 
avec le plan tangent en I, ona 


tang) = K.IM, 


K étant une constante, c’est-a-dire ne dépendant pas de la posi- 
tion de M sur D. Cette loi de variation du plan tangent est due a 


Chasles. 


10. Le point I s’appelle le point central sur la génératrice D. 
Le caleul précédent nous y a conduit tout naturellement. On peut 
le définir géométriquement de la maniére suivante. La généra- 
trice D étant toujours l’'axe Oz, la génératrice infiniment vyoisine 
D’ sera 

xz=sda-- dp, 
y=sdb+dq. 


La perpendiculaire commune a D et a D’se projette sur le plan 
des xy suivant une droite passant par l’origine et perpendiculaire - 
i la projection de D’; elle aura done pour équation 


Be da 


D’autre part, cette derniére équation représente un plan con- 
tenant Oz et qui coupe D’ en un point dont le s est donné par 
Végalité 

da sdb+dq 


db. zda-+- dp ; 


ou bien 
3(da?+- db?) + da dp + db dq = 0, 
c’est-a-dire 
a(a2+ b6?)+a'p'+ b'q'=0. 
Cette relation est celle qui définit la coordonnée z, du point 
central. Done ce point est la limite sur D du pied de la perpen- 
diculaire commune a D et a la génératrice infiniment voisine. 


11. Comme exemple de surfaces réglées, étudions la surface 
réglée la plus générale du troisiéme ordre. Par un point quel- 
conque d'une telle surface ne passe qu’une seule génératrice rec- 
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tiligne, sinon toute génératrice rencontrerait trois génératrices 
fixes et la surface serait alors une quadrique. Or on peut tracer 
sur la surface une infinité de coniques, puisque un plan quel- 
conque passant par une génératrice coupe la surface suivant une 
courbe du deuxiéme degré ; les points d’une telle conique se dé- 
terminent individuellement. Done, les génératrices de la surface, 
qui rencontrent celle conique, se déterminent aussi individuel- 
lement, c’est-a-dire que la surface est une surface réglée unicur- 
sale, ou, en d’autres termes, les équations de la génératrice mobile 
peuvent se mettre sous la forme 


2=aAS+ Pp, y=bsa+q, 
: : : : ‘ 
a, p, 6, ¢g étant des fonctions rationnelles d’un paramétre. 


Toute section plane de la surface est une courbe unicursale, car, 
si l’on joint aux deux équations précédentes |’équation d’un plan, 
ces trois équations détermineront x, vy, z en fonction rationnelle 
d’un paramétre. Cette section est done une cubique ayec un point 
double. Il y a done sur la surface une infinité de points doubles, 
formant une courbe; par cette ligne, qui est une courbe double 
de la surface, se croisent deux nappes de la surface. Cette courbe 
double ne peut évyidemment étre qu'une ligne droite, car, autre- 
ment, toute secon plane aurait au moins deux points doubles et, 
par suite, se décomposerait. Ainsi nous arrivons a la conclusion 
suivante : la surface a une courbe double rectiligne D. 

Ceci posé, une génératrice quelconque rencontre la droite D; 
en effet, s'il n’en était pas ainsi, nous pourrions considérer deux 
génératrices arbitraires et la droite D. Il y aurait une infinité de 
droites rencontrant ces trois droites et formant une surface du 
second degré; or, chacune des génératrices du second systéme, 
dans cette quadrique, rencontrerait notre surface gauche du troi- 
siéme ordre en quatre points, et, par conséquent, lui appartien- 
drait ; celle-ci serait done décomposable. Soient alors quatre gé- 
nératrices arbitraires qui, nous yenons de le voir, rencontrent D. 
On peut mener deux droites rencontrant ces quatre génératrices ; 
Vune d’elles sera D, désignons par G la seconde. Elle appartiendra 
a la surface qu’elle rencontre en quatre points. Ainsi, outre la 
droite singuliére D, nous ayons une seconde directrice recti- 
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ligne G, Ces deux droites ne se rencontrent pas (nous laissons de 
cété le cas exceptionnel ot elles se confondraient). Toutes les gé- 
nératrices de la surface rencontrent D et G; nous l’avons établi 
pour D. On le voit de suite pour G, en remarquant que la géné- 
ratrice passant en un point arbitraire de la surface est nécessaire- 
ment la droite passant par ce point et s’appuyant sur D et G. 
Nous ayons maintenant lidée Ja plus nette de la surface ; tout 
plan passant par G coupe la surface suivant deux génératrices 
qui se rencontrent sur D. L’ensemble de ces couples de droites 
forme la surface, dont deux nappes se coupent visiblement le long 
de D. 

Par une transformation homographique, on peut s’arranger de 
maniére que la droite G s’en aille 4 Vinfini dans une direction de 
plan déterminée. La surface ainsi transformée est alors un co- 
noide. En prenant comme plan des xy un plan auquel restent 
paralléles toutes les génératrices, et l’axe des z étant la directrice 
du conoide, l’équation de la surface se réduira a 


et, la surface devant ¢tre du troisi¢me degré, son équation sera de 


la forme 
2(a'x?+ab'ry + cy?) = ax®?+abay + cy?. 


Telle est la forme a laquelle on peut réduire l’équation d’une 
surface réglée du troisiéme ordre. L’axe des z est ici la droite 
double de la surface. 


12. Sans nous arréter plus longtemps sur les surfaces réglées, 
passons aux systémes de droites dépendant de deux paramétres 
arbitraires. On considére donc l’ensemble des droites 


a2=as+p, y=bs-+q,; 


a, b, p, ¢ dépendant de deux paramétres arbitraires « et 8. Cel 
ensemble s’appelle une congruence de droites. 

Prenant une génératrice quelconque D de la congruence, cor- 
respondant aux valeurs %» et %) des paramétres, proposons-nous 
d’abord le probléme suivant : Peul-on faire passer par D une 

P.—I. 20 
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surface développable, dont les génératrices appartiennent a ta 
congruence? Il faut chercher, pour cela, si l'on peut établir, entre 
z et 8, une relation, soit 8 = ¢(«), telle que la surface réglée 
correspondante soit développable et que, de plus, 6) = 9(a%»). 
Eeriyons la condition pour que la surface réglée, correspondant 
i une relation entre « et 8, soit déyeloppable. 


Ona 
da dq —dbdp=o0 


ou, en développant, 


(“az + be d3) (<2 da + <td) 


\ Ox 0B d O 08 
ae al am enya dp is 
Sf SO ‘Se Op _ OP 3) — 
| & da +- 08 a3) (F da 23 d| ) (5 


équation de la forme 


ot! P, Q, R sont des fonctions connues de » et 8. Cette équation 


du second degré a, en général, deux racines fonctions continues 
de « et % dans le voisinage d’un systeme de valeurs a et 8p, 


soit 


Considérons l’une de ces équations, la premi¢re, par exemple. 
En faisant quelques hypothéses, d’un caractére tres général d’ail- 
leurs, sur la fonction 9,(a, 8), il sera démontré plus tard qu'il 
existe une fonction f de @ satisfaisant a la premiére équation et 
prenant pour %= 4%, la valeur 8). A cette fonction correspondra 
une développable; il en sera de méme pour la seconde équation 
différentielle. Nous pouvons, dés lors, énoncer le théoréme sui- 
vant ¢ 

Il existe deux surfaces développables, formées par des droites 
de la congruence, et passant par une génératrice arbitraire D 
de cetle congruence. 


Suivant que l’on considérera la droite D comme appartenant a 
Pune ou a lautre de ces développables, on aura un point de con- 
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tact avec l’aréte de rebroussement de chacune de ces dévelop- 
pables. Ces deux points F, et F, sont dits les foyers relatifs a la 
génératrice D. Pour les trouver, il n'est pas besoin d’avoir obtenu 
les développables, c’est-a-dire intégré les deux équations différen- 
tielles écrites plus haut. Le z du point de contact de la généra- 
trice avec son enveloppe sera en effet donné, pour la premiére 
développable, par 


op Opin Op Op 
Dah tee er ae OS: 
on "ae da Oe ae “4 
haa Ye 4 ja ta ee? 


Ce dernier rapport ne dépend que dea et 8. En y faisantz=ap, 
6 = 8), on aura le s du point Fy ; on trouverait de méme le z du 
second foyer Fy. 

Les points F, et F, décrivent deux surfaces S, et Sp. Il est clair 
qu’en général ces deux surfaces ne seront pas analytiquement dis- 
tinctes : ce seront deux nappes d’une méme surface, qu’on appelle 
la surface focale de la congruence. 

Voici, au sujet de ces deux surfaces, une remarque extréme- 
ment importante : la droite D sera tangente aux surfaces 5, et 
S.. Les arétes de rebroussements A, et A, des deux dévelop- 
pables sont, en effet, situées sur S, et 53; la droite D, tangente 
& une courbe de chacune de ces surfaces est donc tangente a ces 


BYP... EDs 
dD 
Buy y SA Fy Ay 
/ Pl 
ae ‘ 
oe 
nen 
Fal 
Eee 


surfaces. Il est facile d’étudier la disposition des plans tangents 
aux deux développables. Déplacons la génératrice D en la laissant 
tangente a l’aréte de rebroussement A, de la premiére dévelop- 
pable (fig. 15); le point de contact F, de D avec la surface S, 
décrira sur cette surface une courbe Bs, distincte nécessairement 
de Varéte de rebroussement Ay. Done le plan tangent a la pre- 
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miére développable en Fy, et, par conséquent, tout le long de D, 
sera le plan tangent en F, a la surface Sy. Ainsi, le plan tangent a 
la premicre développable (celle qui correspond a l’indice wn) est 
le plan tangent a la seconde surface Sy, et inversement. I peut 
paraitre singulier, au premier abord, que le plan tangent a la sur- 
face S, ne soit pas tangentala premiére développable; toute diffi- 
culté disparait si on remarque qu'il n’y a pas a considérer de 
plan tangent a une développable pour les points de son aréte de 


rebroussement qui est une ligne singuliére. 


13. On peut se placer a un point de vue un peu différent pour 
définir la surface focale. Reprenant la génératrice D de la con- 
gruence, je considére toutes les surfaces réglées appartenant a 
la congruence et passant par D. Cherchons si l’on peut trouver 
sur D un point tel que toutes ces surfaces soient tangentes en ce 
point. I] faudra, en se reportant al’équation du plan tangent a une 
surface réglée, que le rapport 


sda-—+dp 

2 db + dq 

eee: danea dp . : 4 
soit in epen an € ae ce qui nous aonne 


a On dg 08 08 
(9) Ob oq aa 7 Ob abe og 
" Oa 04. ~ 03 08 


C’est une équation du second degré en z qui nous donnera done 
deux points A, et Ay sur la génératrice D. Or les deux foyers F, 
et F, obtenus précédemment jouissent bien de la propriété trouvée 
pour A, et Ay. En effet, si nous considérons une surface réglée 
quelconque appartenant a la congruence et passant par D, le plan 
tangent a cette surface en F, sera le plan tangent a la surface S, 
au méme point, puisque la droite reste tangente 4 S, dans son dé- 
placement. Toutes les surfaces réglées envisagées ont donc en F, 
leméme plan tangent, et il en est de méme pour le point Fy. Done 
les points A, et A, ne sont autre chose que les points F, et Fy. 
On peut, dailleurs, faire une vérification analytique immédiate, en 
remarquant que l’équation (g) se twansforme en l’équation (8), si 
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P 
on pose 


Op Op 


II 


a 


oo a a 3 

14. Nous allons étudier maintenant un cas particulier. On peut 
Wabord se demander si les droites d’une congruence arbitraire 
resent normales a une certaine surface. S’il en est ainsi, le s du pied 
de la normale sur la surface est une fonction déterminée de « et 8, 
et ’on a, pour toute variation dz et d8 de « et §, 


adz+bdy+dz=0 
ou, en remplacant dx et dy par leurs valeurs tirées de 


= az-+p, y=b4+q; 
(a?+ 624-1) ds+3s(ada+bdb)+adp+bdq=o. 


Pour voir si l’on peut trouver une fonction z de « et 8 satisfai- 


sant a cette équation aux différentielles totales, posons 


l 
ay Vi+a?+ 62° 


3 


on aura, pour /, l’équation 


da — ©e+h44 
Vat b2+1 
ou 
ye te aN are oe 
(06, Ox 08 OpSs 
al =— ——_—. da — —____—__ 3. 


Vero © Vat+bt 


Le second membre doit donc étre une différentielle totale exacte, 
ce qui entrainera une relation qu'il est inutile d’écrire entre les 
quatre fonctions a, b, p,q dex et 8. Donec, il n’existe pas, en 
général, de surface normale aux droites d'une congruence 
donnée. 

On peut donner une forme géométrique trés remarquable a la 
condition que nous yenons de trouver. Pour simplifier le calcul, 
supposons que p et ¢ soient les deux variables indépendantes que 
nous avons désignées par a et 8; nous n’introduisons d’ailleurs 
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ainsi aucune condition limitative si nous supposons que les axes 
de coordonnées n’occupent pas de position spéciale par rapport a 
la congruence. La condition pour que les droites soient normales 
a une surface s’écrit alors 


cay a we, = ( b : 
oq as eee op aa 


Or considérons les plans tangents aux deux nappes de la surface 
focale, correspondant a une génératrice arbitraire ; on les obtiendra 
en formant d’abord |’équation différentielle correspondant aux dé- 
veloppables passant par cette génératrice. Ce sera 


dadqg—dbdp=o 
al 0b dp (= = ) Oa 
—_ i =0 
dg) op ag opm 10g, oq 


Si m et m' sont les deux racines de cette équation du second 


Ou 


; d 1 - 
degré en “2, les plans tangents ont pour équalions 
5 dq co) 


X—aZL—p—(Y—bZ—q)m =o, 
X—aZ—p—(Y—bZ—q)m' =o. 


Cherchons a quelle condition ils seront rectangulaires; cette 
condition s’écrira 


1+ a?—ab(m+m)+mm'(1+ 6?)=0 


ou, en remplagant m et m’ qui sont racines de |’équation du se- 
cond degré écrite plus haut, 


0b Oa 0b da 
op i+ a2) — 2b ( ) 


dq op Se tee eee 


Or cette condition coincide avec celle que nous avons trouyée 
pour exprimer que les droites de la congruence étaient normales 
a une surface. Nous sommes done ainsi conduit a ce remarquable 
théoréme qui parait di a Dupin : 


La condition nécessaire et suffisante pour que les droites 
d'une congruence restent normales a& une surface est que les 


9 
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plans tangents aux deux nappes de la surface focale, corres- 
pondant a une génératrice quelconque, soient rectangulatres. 


15. Du théoréme précédent se Urent d’importantes consé- 
quences pour la théorie des surfaces. Considérons une surface 5 et 
Yensemble de ses normales. Par chaque génératrice de cette con- 
gruence passent deux surfaces développables ayant, comme géné- 
ratrices, des normales a la surface. Les pieds de ces normales for- 
ment sur S deux courbes; nous pourrons done dire que, par chaque 
point d’une surface, passent deux courbes sur la surface, pour les 
points desquels les normales forment des surfaces développables. 
Nous aurons a reprendre avec détail l'étude de ces courbes, qu’on 
appelle les /ignes de courbure de la surface. Les deux lignes de 
courbure qui passent en un point sont a angle droit, d’aprés le 
théoréme du paragraphe précédent, car l’angle de ces deux courbes 
mesure évidemment l’angle di¢dre des plans tangents aux deux dé- 
veloppables passant par la normale. Les points ow cette droite, 
considérée comme appartenant a l'une ou l'autre des développa- 
bles, touche son enveloppe, jouent aussi un réle important dans la 
théorie des surfaces. 


III. — Généralités sur les complexes. — Complexes linéaires. 


16. On donne le nom de complexes de droites 4 Vensemble des 
droites de l’espace 


L=as+p, y=bs+4q, 


a, b, p, ¢ dépendant de trois paramétres arbitraires 2, 8, y. Il est 
clair que, par un point arbitraire de l’espace, passeront en gé- 
néral une infinité de droites du complexe, formant un cdne. 
Proposons-nous une queslion analogue a celle que nous ayons 
traitée (§ 13) pour les congruences : une droite D du complexe étant 
considérée, peut-on trouver un point sur cette droite tel qu’en ce 
point toutes les surfaces réglées passant par cette droite et ayant 
pour génératrices des droites du complexe aient méme plan tan- 
gent? Il faudrait que 


sda+dp 
sdb + dq, 
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Pe) ee d3 ad F 
{tt indépendant de == et “1, ce qui donne 
dz da 
z da == op z da oe op Zz da a op 
Oa 0% 08 08 eer: Oy 
ob 0g) 06 oq Ob og 
ekarigs:S z—4 A Z— + ul 
Oa On as) a) oY OY 


Nous avons donc ici, pour déterminer z, deux équations du se- 
cond degré. En éliminant zs entre ces deux équations, on aura une 
relation 

Ri(a 65a) =n 


entre ¢, 6 ety. Le probléme proposé n’a done de solutions que 
pour les droites D satisfaisant a cette relation. On les appelle les 
droites singulicres du complexe. Elles forment une congruence 
qui est dite la congruence des droites singuliéres. 

Sur une droite singuliére D, il y a un point F satisfaisant a la 
question posée et dont le z est la racine commune aux deux équa- 
tions écrites plus haut. En ce point F, toutes les surfaces réglées 
passant par D et apparltenant au complexe ont méme plan tan- 
gent P. Les points F forment une surface : on l’appelle la sur- 
face des singularités du complexe. Cette surface des singularités 
est une nappe de la surface focale de la congruence des droites 
singuliéres. Au point F, la surface des singularités a pour plan 
tangent le plan P. 


17. Les complexes algébriques sont particuli¢rement intéres- 
sants; on les a classés d’aprés leur degré. Quelques explications 
préliminaires sont indispensables, relativement au mode de repré- 
sentation d’une droite. Une droite étant donnée, nous pouyons 
écrire les équations de ses projections sur les plans de coordon- 
nées sous la forme 

L=yZ— =zY, 
(10) M=24X— 2Z, 
N = rY—yX, 


z,y, = désignant les coordonnées courantes. Les six constantes 
L, M, N, X, Y, Z peuvent étre dites les coordonnées de la droite. 
Elles ne sont d’ailleurs pas indépendantes, puisqu’on a évidem- 
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ment la relation 
LX == MY -- NZ.= 0. 


r 


Réciproquement, étant données six quantités L, M, N, X, Y, Z 
liées par la relation précédente, on peut dire qu’elles définissent 
une droite; cette droite est celle que représentent les équa- 
tions (10), qui se réduisent alors 4 deux. Nous avons done de 
cette facon un systéme de six coordonnées liées par une relation, 
el, comme ces coordonnées sont homogénes, nous ayons bien le 
degré dindétermination représenté, comme il doit étre, par le 
nombre quatre. 

Ceci posé, un complexe algébrique sera représenté par une 
équation de la forme 

PMN KY Zio. 


F étant un polyndme homogéne en L, M, N, X, Y, Z. 5i ce po- 
lyndme est de degré m, le complexe sera dit d’ordre m. 

Deux remarques sont évidentes. Les droites du complexe pas- 
sant par un point arbitraire (29, 7%, Zo) forment un céne, et, puis-- 
qu’ona 

F( 7oLZ— 2X, 9X — XL, 7 Y— 7X, X, Y,Z) =o 


et que X, Y, Z sont les coefficients de direction de la droite du 
complexe, le cOne sera évidemment d’ordre m. En second leu, 
les droites du complexe situées dans un plan enyveloppent une 
courbe de classe m; car, par un point du plan, on peut mener a 
cette courbe m tangentes, qui sont les intersections du plan avec 
le céne d’ordre m correspondant au point. 


18. Aprés ces généralités, considérons en particulier le cas ott 
le complexe est linéaire, c’est-a-dire du premier ordre. Son 
équation sera alors 


(11) AL+BM+CN+DX+EY+FZ=o0, 
A, B, C, D, E, F désignant des constantes. 


Toutes les droites du complexe passant par un point seront 
alors dans un plan, et, inversement, toutes les droites du complexe 
situées dans un plan passeront par un méme point de ce plan; ce 
sont des conséquences immédiates des deux remarques faites a la 
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fin du paragraphe précédent. Un complexe linéaire établit done 
une relation entre les points et les plans de Vespace : 4 chaque 
point correspond un plan passant par le point et, inversement, a 
chaque plan correspond un point situé dans le plan, 

Etant donné le point (2%, 90, 30), cherchons l’équation du plan 
correspondant; la relation entre X, Y, Z sera alors 


A(yoZ— 2 V) + Bla) X —2)Z)+ Clap ¥ —yoX) + DX + EY + FZ =, 


et nous aurons l’équation du plan en remplacant X, Y, Z par 
L— Ly, Y— Yo, 3— 4. On a ainsi 


(@ — x9) (Bzy— Cryo + D) + (vy—7o) (Gao — A3o + E) 
+ (s—%)) (Ayo — Bay + F) = 0. 


Telle est ’équation du plan correspondant au point (29, Yo, 20): 
On dit que ce plan a ce point pour pédle ou pour foyer, et inyer- 
sement le plan est dit le plan polaire du point. 

Une notion importante dans la théorie des complexes linéaires 
est celle des droites conjuguées. Soit D une droite n’appartenant 
pas au complexe; cherchons le lieu des foyers des plans passant 
par D. Appelons F et F’ les foyers de deux plans particuliers, 
dailleurs queleonques, passant par D; je dis que la droite A joi- 
gnant F et F’ sera le lieu cherché. En effet, tout plan passant par A 
aura nécessairement pour foyer son point de rencontre ¢ avec D, 
puisque les droites oF et gf” sont des droites du complexe. Ii en 
résulte que toute droite rencontrant D et A appartient au com- 
plexe, et enfin qu’un plan quelconque passant par D a pour foyer 
son point de rencontre avec A. Le lieu cherché est donc la droite A. 
Les droites D et A sont dites droites conjuguées; il y a éyidem- 
ment entre elles réciprocité. 


19. La correspondance entre points et plans, que nous yenons 
(@indiquer, comme résultant de la notion de complexe linéaire, se 
rencontre dans plusieurs théories de Mécanique. Prenons, par 
exemple, la théorie cinématique du mouvement d’un corps solide; 
’équauon 


(#@ — %9)(Bsy— Cy¥o+ D) + (y—yo) (Gx — AZo + E) 
+ (3 — 39) (Ayo — Bay + F)=0 
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du plan correspondant au point (29, 7%», Zo) est susceptible d’une 
interprélation immédiate. 

Si Von considére un solide en mouvement, 4 un moment dé- 
terminé, les composantes de la vitesse ¢y, y, ¢; d'un point quel - 
conque (x, 7’, <) sont données par des expressions de la forme 


e, = D+ Bs — Cy, 
vy = E+ Ca — Az, 


eo, =F+Ay—Bze. 


Le plan considéré sera done le plan passant par (29, Vo, Zo) et 
perpendiculaire a la vitesse de ce point. L’identité est donc com- 
pléte entre la théorie des complexes linéaires et l'étude cinéma- 
tique des vitesses, Aun moment déterminé, des divers points dun 
solide invariable. Il suffit de signaler cette analogie, qu il serait 
facile @approfondir dayantage; ainsi on verra aisément que les 
droites du complexe sont les droites normales aux trajectoires 
de tous leurs points. 

Nous remarquerons seulement que, si l’on se reporte a la théo- 
rie du mouvement d’un solide, on peut obtenir une forme réduite 
irés simple de l’équation du complexe. Faisons en effet un chan- 
gement d’axes de coordonnées, en prenant comme axe des = l’axe 
du mouvement hélicoidal : on aura, dans ce cas, pour vz, ), z 
des expressions de la forme 


0, =— Cy, een ORon o,—= EF 


el, par conséquent, 


L’équation du complexe se réduira alors a 
CN +FZ =o. 


Revenant au cas général, ajoutons enfin que l'on n’aura pas entre 
les constantes A, B, C, D, E la relation 


AD + BE+ CF = 0, 


si ce n’est dans le cas particulier of la vitesse d’un point quel- 
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conque du corps est perpendiculaire a la direction 


c’est-a-dire ot le mouvement se réduit a une rotation. 


20. Une classe intéressante de courbes gauches est formée par 
les courbes dont les tangentes appartiennent 4 un complexe li- 
néaire donné. Nous les rencontrerons plusieurs fois dans la suite. 
En supposant les coordonnées x, y, 3 d’un point quelconque de 
la courbe exprimées en fonction d’un paramétre, les tangentes de 
cette courbe appartiendront au complexe linéaire représenté par 
Véquation (11) si 


(ie ( A(y ds—zdy)+ B(sdx—-a2dz) 
+ G(a dy 


ydx)+Ddr+Edy+Fdzs=0, 


puisque X, Y, Z sont en chaque point de la courbe proportion- 
nels a dx, dy, dz. Un exemple de courbes dont les tangentes 
appartiennent a un complexe linéaire nous est fourni par la cu- 
bique gauche. On sait que la cubique gauche est l’intersection 
de deux surfaces du second degré ayant une génératrice commune. 
Prenons deux quadriques ayant en commun l’axe des ¢, 


Azv?+ A’y?+2Bys + 2B’ sx + 2B" ay +2Da2+2Ky=0, 


av+ay+obys+20' s7+ 2b" ry+2dz4r+2ey =0; 


coupons la cubique par le plan y= ax. On yoit que les coordon- 
nées x, 7, 5 s’exprimeront en fonctions rationnelles de «, sous la 
forme suivante 


Po(a) _ P3(@) P,(a) 


” Rey. bse mate at Pi(a)’ 


les P désignant des polynémes du troisi¢me degré en «. Récipro- 
quement d’ailleurs, une courbe gauche donnée par les équations 
précédentes sera une cubique gauche. 

Montrons que les tangentes de cette courbe apparuennent a un 
complexe linéaire. Pour cela, il faut faire voir que lon peut 
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trouver six constantes A, B,..., F telles que la relation (12) soit 
vérifiée. Or on a 
PU P= P,P’, 


dz = p2 
1 


da: 


le numérateur sera un polyndme du quatriéme degré en «. Pa- 

reillement 

P,P. — PLP; 
P? 


ady—ydr= 


dz, 


le numérateur étant toujours au plus du quatriéme degré en «. 
En faisant les substituuions de ces expressions et des analogues 
dans le premier membre de (12), nous avons a égaler identique- 
ment a séro un polyndme du quatriéme degré. Nous aurons ainsi 
cing relations homogénes et linéaires entre A, B, ..., F dont 
les rapports pourront par suite étre déterminés. Nous pouvons 
done dire que /es tangentes a une cubique gauche appartien- 
nent a un complexe linéaire. Ce r‘sultat a été donné, sous une 
forme différente, par Chasles. 
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CHAPITRE XID. 


THEORIE DU CONTACT. — COURBURE. 


I. — Contact des courbes planes 


4. Soient C et C’ deux courbes planes ayant un point commun M 
qui est pour lune et l’autre un point simple. On dit que ces deux 
courbes ont, au point M, un contact d’ordre n, lorsque, aun point A 
de C infiniment voisin de M, on peut faire correspondre sur C’ un 
point A’ infiniment yoisin de M et tel que la distance AA’ soit un 
infiniment petit d’ordre n +1 relativement a l’arc MA, ou, ce qui 
revient au méme, ala corde MA. 

Cherchons les conditions qui expriment que les deux courbes C 
et C’ ont, au point M, un contact d’ordren, Soitla premiére courbe 
représentée par les deux équations 


x=f(t), y=F(t), 


le point M(2 9, 7) correspondant a t= ¢). On suppose la repré- 
sentation telle que //(t)) et F’(¢,) ne soient pas nuls tous les deux, 
ce qui est permis puisque le point M est, par hypothése, un point 
simple de la courbe. Semblablement la courbe C’ sera définie par 
les équations 

r= o(t), Y=P(u4); 


On a ®o— 9( Uy), Yo = O( Uy), et on suppose que 9’ (wy) et P'( wo) 
ne sont pas nuls tous deux. 

Pour établir une correspondance entre les points de C et de C’ 
voisins de M, considérons w— wy comme fonction de ¢ — ty, et 
Supposons qu’on puisse développer w — wy suivant la formule de 
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© 


Taylor 
(1) UW — Wy = y(t — ty) + Ar(é — ty)? +... + An(t— to)" +.... 


Tout d’abord la corde MA est d’ordre de t— ¢). On a en effet 


MA =[f(t) —f(t))]2?-+[ F(t) — F(t); 


la partie principale du second membre sera donc, en développant 
chaque terme par la formule de Taylor, 


(t — to)*[f'2(to) + F(ty)] : 


le coefficient de ¢ — ¢) n’étant pas nul, MA sera de l’ordre de t — ¢. 


Nous avons donc a exprimer que AA’ est d’ordre n +1 par rap- 
port a ¢— to. 
Cela étant, puisque 


AA’ = (a 22) 4+ (y'—y), 
nous devons écrire que x2’ — x et y'—y sont d’ordre n +1 rela-— 
livement 4 ¢—¢,; ces conditions nécessaires sont évidemment 
suffisantes. Or les coordonnées x et 7’, ainsi que 2’ et 7’, peuvent 
étre développées suivant la formule de Taylor 


a = f(t) + (t —to) f\(to.) + —~ TELS Sata ee 


I 
x’ = 9(Uy) + (U— Uy) o'(Uy) + 5 (4 Uo)*9"( uo) +. 


Remplacons dans la seconde ligne uw — wo par son développe- 
ment (1), et exprimons que les n premiers coeflicients dans la dif- 
férence x’ — x sont nuls, en remarquant que le premier Lerme dis- 
parait de lui-méme puisque /(¢))=9(uo). Nous avons ainsi 
n équations ot figurent les nm inconnues ,, dx, «+, An» Ce sont 


19" (to ) — f'(to) =0, 
\2 


At ” I Ta . 5 ‘ 
— uy) — — to) + Aso (Uy) = 0, 
Aut 0) 3 f(t) 29 (Uo) 


La différence y’ — y nous donne aussi n équations qui ne diffé- 
rent de celles-ci que par le changement de fet genF et ®. On a 


320 APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL INFINITESIMAL. 


A, ®'(uy) — F’ (to) = 0; 
di 


: ®" (uy) — — F"(t)) + de’ (Uo) = 0, 


1. 


En résumé, nous avons 27 équations, pour déterminer les 7 in- 
Sonmaes Aye dee veehne 

Il y a done nr équations de condition qui doivent étre vérifiées 
par les n premiéres dérivées des fonctions /, F et 2, ®, pourt = ty 
et uw = uy. Ces conditions peuvent s’obtenir par un calcul trés ré- 
gulier. Comme 9'(wzy) et ®’( zy) ne sont pas nuls a la fois, nous sup- 
poserons, pour fixer les idées, ¢’(uy) 40. On considére alors le 
premier systéme d’équations; la premiére équation donne d,, la se- 
conde donnera A» et ainsi de suite, sans qu’on soit jamais arrété, 
car le coefficient du nouveau )} qu’on veut déterminer est Loujours 
'(uo). On portera ensuite les valeurs trouvées de Ay, ho, «++; An 
dans le second systéme et on aura les n conditions cherchées. 

Telle est, sous la forme la plus générale, la solution du probléme 
du contact. 


2. Faisons a ce sujet diverses remarques. En comparant les pre 
miéres équations de chaque groupe, on trouve 


F'(to) na P' (Uy). 
F'(to) —-"(Uo)’ 


ainsi les deux courbes ont en M la méme tangente; ce résulltat 
était évident @ prior. 

Comparons maintenant les ares MA et MA’. Les parties princi- 

——e ——2 
pales de MA et MA’ sont 
(t —to)?[f'2(ty) + F?(to)], (u — Uo)? | 92 (uo) + '2(uy)]- 
La derniére expression peut se remplacer par 
A2(t — ty)? [.9'2 (uy) + 2 (ut )]; 

le rapport de ces deux expressions est donc 


22 [0'2( uy) + 2 (Uy )] 
f(t) + F?(to) 


? 
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qui est égal a lunité, d’aprés la premiére équation de l'un et 
Pautre systéme écrit plus haut. Nous en concluons que 


lim = —— | 
MAP 
Il en résulte, ce qui d’ailleurs devyait étre par raison de symétrie, 


que AA’ est du méme ordre infinitésimal par rapport a MA et 


a MA’. 


3. Dans les applications, il arrivera rarement que les courbes C 
et C’ soient données sous la forme trés générale que nous avons 
adoptée. Un premier cas particulier est celui ott la fonction 9(w) 
n'est autre chose que f(w), avec Uy =f). Les deux courbes sont 
alors données par les équations 


Rm ht) 
cs « fy 
( ) Ma siaa a: 

i Te), 
(C’) } t( } 

f= D(z). 


Les conditions de contact vont se simplifier. En supposant 
J'(t)) 4 0, la premiére équation du premier systéme donne i, = 1 
et les aulres 

2 = A3=...= Anr= oO. 

Les équations de condition sont alors 


F'( 29) = P' (4), F" (ty) = ©" (to), eee y Fi) (to) = BY (ty). 


Donc, pour que les deux courbes aient au point M un contact 
d’ordre n, il faut et il suffit que. les deux fonctions F et ® et 
leurs n premiéres dérivées soient égales pour ¢= u = ty. 

Un cas plus simple encore est celui ou les deux courbes sont 
définies par les deux équations 


y=F(r), y=P(z2). 
Les conditions pour que le contact soit d’ordre n se réduisent a 
P(2.)= 2(%), F’(a)=2'(z), 3 «--, Fl) (ay) = BO) (a), 


Crest sous cette forme que Lagrange a traité la question du 
P.—I. ar 
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contact des courbes. Considérons les deux courbes C et C’ passant 
par le point M(29, 7»). Sinous donnons a @ a partir de 2 un ac- 
croissement 2 — 2p, les coordonnées des points des deux courbes, 
qui ont pour abscisse 2, sont exprimées par les développements 


r — x, nr 
ys F(z) -- 2 = 29 Fy) ss ee 


Dee Diare nde 
‘ cee (a@ — a)” 
y = P(x) + (x — 2%) (a)+. Sees ey ey P) (aq) +... 


Dans ces deux séries les n premiers coefficients sont les mémes ; 
la différence Y —y des ordonnées est donc un infiniment petit 
dordre n +1 par rapport a 2 — xy. Ainsi, dans le mode de corres- 
pondance actuel, que Lagrange se donnait a priori, on prend pour 
points correspondants des deux courbes les points qui ont méme 
abscisse (on suppose, bien entendu, que la tangente en M n’est 
pas paralléle a axe des 7). Remarquons que, si 7 est pair, la dif- 
férence Y —y change de signe avec x — 2; donc, si deux courbes 
ont en un pointun contact d’ordre pair, elles se traversent. Le con- 
traire a lieu quand le contact est d’ordre impair. 


4. Voici une derniére forme des conditions de contact qui est 
Wun usage fréquent. Supposons que la premiére courbe soit dé- 
finie par ’équation 

Xe; y= 0; 
autre par les relations 
vr=f(t), y=F(t), 


et que les deux courbes aient le point commun (2, 79) corres- 
pondantya ¢ = fy. 
Si nous remplacons ¢ par f(t) dans i(2, v), léquation 


ALF (t), x] 0 


définit une certaine fonction y = ®(¢), se réduisant 4 y» pour 
¢ = ty. On peut alors concevoir la premiére courbe comme définie 


par les équations 

x= f(t), y= P(¢) 
et appliquer les conditions de contact trouvées précédemment : 
les deux fonctions F(t) et ®(¢) auront mémes dérivées jusqu’a 
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Vordre n, pour ¢ = ¢,, d’ot résulte que les deux fonctions 
AL FCB eto tadl Sb, 2( 6] 


auront aussi mémes dérivées jusqu’a l’ordre n pour ¢= ¢y. Or, 
cette derniére fonction étant identiquement nulle, il en sera de 
méme de ses dérivées. Par conséquent, /a fonction | f(t), F(t)| 
et ses dérivées usqu a Vordre n sannulent pour t = tg, et ces 
conditions nécessaires pour le contact d’ordre nm sont en méme 
temps sulfisantes. La remarque précédente sera d’une application 
constante. 


5. Une notion importante est celle des courbes osculatrices. 
Supposons que nous ayons une famille de courbes 


(2, M3 U1; hayacey ay) = 0, 


dépendant de 7 paramétres arbitraires a. On peut se proposer de 
déterminer ces paramétres de facon que la courbe précédente ait, 
en un point donné d’une courbe donnée, le contact d’ordre le 
plus élevé possible avec cette derniére. Si nv est lordre de con- 
tact, il faudra satisfaire 4 n-+-1 équations de conditions ; donc, 
on choisira, dans le cas général, n 4+ 1= 7, pour déterminer tous 
les paramétres. Le contact est alors de l’ordre 7 —1; la courbe 
ainsi déterminée est dite osculatrice a la courbe donnée. 
En premier lieu, prenons les droites 


¥ — aX —a,=—0. 


La courbe est donnée par les expressions de x et y en fonction 
Wun paramétre ¢. Pour le point de cette courbe correspondant a 
la valeur ¢ du paramétre, le contact sera du premier ordre si 


JV —a% — a, = O,; 
dy dx 


— —-a@, — = 0; 
dt ‘dt 


la droite obtenue est la tangente a la courbe. Le contact, en gé- 
néral, sera du premier ordre; a quelle condition serait-il du se- 
cond ordre? Il faudra, en plus des équations précédentes, que 


d*y dz 
ae ae => 
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el, par conséquent, on aura 


dr dy 

dt ‘dt 
ax ay 7 
dt dt 


C’est done seulement pour les points de la courbe, vérifiant la 
relation précédente, que le contact de la tangente sera du second 
ordre ; ce sont les points d’inflexion. 

Considérons, en second lieu, l’équation générale d’un cercle 


(7—a)?+(y—b)— Re=o0, 


avec les trois paramétres a, 6, R. On pourra les choisir de maniére 
a avoir, en un point arbitrairement donné sur la courbe, un con- 
tact du second ordre. On deyra avoir 


(~@— a+ (y—b)— R? =o, 

ax. pee 
edo D peer tg a © Aci yr re 

da dey dx \? hd ale 
(eG +92 + (GB) + (Bye 


Les deux derniéres équations donnent les coordonnées (a, b) 


du centre du cercle osculateur, et ka premiére fait connaitre son 
rayon. 

Le centre du cercle osculateur est situé sur la normale, au 
point ow cette droite touche son enveloppe. Prenons, en effet, 
Péquation de la normale 


“= dx 
, (etch: 


On obtiendra le point ot elle touche son enveloppe en joignant 
acelte équation l’équation dérivée par rapport a 2, 


pp OF ae tte 
(A) pitt Lea os — (5) =t4 ike 


Ces équations sont les mémes que les précédentes en y faisant 
X= a, Y = b, ce qui démontre le théoréme. 
Si, en particulier, la courbe est donnée sous la forme 


y=F(z), 
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on aura, pour les coordonnées a et b du centre du cercle oscula- 
teur au point 29, 
Ly— Aa+(7Yo— 4) F(x) = 0, 
(Yo b) F" (2) -—- 1 + [F’(2o)]? = 0. 


La derniére équation montre que y,— 0 est de signe contraire 
q q 0 
a F"’(z,). Or, si F’(z)) > 0, la courbe tourne sa concavité vers 
les y positils ; 77) — 0 est alors négatif, c’est-a-dire que le point 
a, b) est du méme cété que la courbe par rapport a la tangente 
) q 5 
dans le yoisinage du point considéré. La méme conclusion subsiste 
mre (0, ) <0. 
Démontrons enfin que /e cercle osculateur en un point (xo, Vo 
q ; 
d’une courbe est la position limite d’un cercle passant par ce 
point, et deux autres points infiniment voisins. Soient, en effet, 
to, to thy, to + he les valeurs de ¢ correspondant a ces trois 
09 0 ? 
points ; A, et A, tendront vers zéro d’une maniére arbitraire. En 


posant 
M(t) =(x@— a)f'+(y — 6)2— R?, 
on a 
Atfo) = 0, A\(to+ Ay) = 0, d(to-+ he) = 0, 


équations qui peuvent s’écrire 
P 


(to) = Oo, 
A(to+ Pei) dX Eg) ae 
hy ea 
I A(tot Ay) — (to) _ K(fo-+ he) — A(to) ; 
hy— hz hy hy : 
Elles deviennent, en développant, 
d(f) = 6, 
MN (to) + SEAN) +...=0, 


hy a hs Na 


(to) + (to) +--.= 0; 


et pour kh, =h,=0, ona 
(to) = 0, \'(to) =0, nGG Gy tae 


Nous retrouvons ainsi les équations qui donnent le cercle oscu- 
lateur. 


6. Cherchons Pexpression du rayon du cercle osculateur, En 
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résolyant les deux équations en 2 — a et y — 6 et portant dans 
expression de R?, on trouve de suite 


xy 3 
R? os dx 
; d?y\2 Z 
Tat) 
En un point d’inflexion, R est infini; le cercle osculateur se 


réduit 4 la tangente, qui a alors, comme nous l’avons dit, un 
contact du second ordre avec la courbe. 


II. — Courbure des courbes planes. — Développées 
et développantes. 


7. Au cercle osculateur se rattache immédiatement la notion 
de la courbure d’une courbe plane. Reprenons auparavant les 
formules précédemment obtenues, en introduisant explicitement 
les cosinus directeurs de la tangente et de la normale a la courbe. 

On a, comme nous l’avons dit, 


dx dy 
cee pe B= =, 


z et % désignant les cosinus des angles faits par la tangente a la 

courbe, prise dans le sens des arcs croissants, avec les axes de 

coordonnées. L’équation de la normale s’écrit alors 
(X—r)a+(Y—y)8=0; 


et, pour avoir les coordonnées du centre du cercle osculateur, il 
faut adjoindre |’équation 


(X—a7)dx+(Y¥—y)d8—ds=o. 


Puisque 4 dz + d= 0, nous pouvons modifier la premitre 
équation, et nous avons alors le systeme 


( (X—2)dB—(Y¥—y)da=o, 


(2 : é 
(X—r)da+(Y—y)dgB=ds; 


et, par suite, en faisant la somme des carrés, 


Re[(.de t+ (doje oul ae (G) + (s)° 
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Dans les caleuls qui vont suivre, R va étre considéré comme 
une quantité essentiellement positive. Introduisons maintenant 
les cosinus directeurs @ et §’ de la demi-droite MI qui va du 
point M de la courbe au centre I du cercle osculateur ; nous 
aurons, X, Y désignant toujours les coordonnées du centre I, 


i Y—y 
aaa bat R 


en substituant ces valeurs dans les équations (2), il vient 


B'dz—a' dB = 0, 
ds 


a'da+B'd3 = 3 
dot 
d4. a’ app 


ux deux formules précédentes, il est utile d’en adjoindre deux 
Aux deux fi les précédentes, il est utile d’ djoindre d 
autres, donnant les différentielles de «’ et 6’. Les deux équations: 


@’'24. B'2 =], aa’ + BB'=o0 


donnent en effet immédiatement 


ay A 6’ = — dz, es = 16 
par suite 
(4) Ga, os @ dp’ riz 6 
4 de Tee 7, R 


Remarquons que la quanuté désignée par A sera tantot égale a 
+1, tant6t a —1: elle sera égale a +1 quand, MT coincidant 
avec Ox, MI coincidera ayec Oy; elle sera égale 4 —1 si, dans 
les mémes conditions, MI coincide avec le prolongement de Oy. 


8. Les formules fondamentales (3) et (4) obtenues, passons a 
Ja définition de la courbure d'une ligne plane. Soient le point M 
sur la courbe et M’ un point infiniment voisin ; nous menons les 
tangentes MT et M’T’; soit e leur angle infiniment peut. Le rap- 
port 


/ € 
arcMM’ 
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est dit la courbure moyenne de l’are MM’, et sa limite est dite 
la courbure de la courbe en M. 


La courbure est linyerse d’une ligne. On appelle celle-ci le 


. + € 
rayon de courbure 9 de la courbe au point M. Calculons Tp? Ou, ce 


SINE ° 

- Les cosinus 
As 
directeurs de la tangente en M’ seront « + Aw et 8 + AS; done 


qui reviendra au méme pour passer a la limite, 


sinte (a A8— 8 Aa)? 


As? As? 
et, par suite, 

L 4% d3 — 8 da)? 

p2 ds? 


Nous transformerons le second membre en employant l’identité 
(a d8 — B da)? = (a?+ £2) (da2+ dB?) —(ada+ 8 dB)?, 


et, comme #?-++ 82 —1, il en résulte 


En nous reportant 4 l’expression du rayon du cercle oscula- 
teur, nous voyons que le rayon de courbure est égal au rayon 
du cercle osculateur. Aussi le centre du cercle osculateur en un 
point est-il appelé le centre de courbure de la courbe en ce 
point. 


9, Les centres de courbure d’une courbe plane forment une 
courbe remarquable étudiée par Huygens, qui lui a donné le nom 
de développée. La développée, d’aprés ce quia été vu plus haut, 
est aussi l’enveloppe des normales. Une propriété fondamentale 
de la développée est relative 4 la longueur de son arc. Soient 
(21,71) les coordonnées du centre de courbure au point M(z, 7) 
de la courbe; ona 


a=2+R’, yr=y+R', 
(ou, en différentiant et tenant compte des formules (4), 


da,=2'dR, dy, = 8' dR; 
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done, en appelant s, l’are de la développée, 


Tant que le rayon R varie dans le méme sens, en comptant les 
ares dans un sens convenable sur la développée [, on aura 


ds; = dR. 
Ainsi, si, de M en M’, R varie dans le méme sens, 
eye aR, 


L’are II’ de la développée est done rectifiable (/ig. 16); il est 


égal a la différence M’I’— MI. On ne devra pas oublier que le 


Fig. 16. 


résultat précédent suppose essentiellement que le rayon de cour- 
bure varie dans le méme sens quand on va de M en M’. 

On peut encore traduire la propriété de la développée sous la 
forme géométrique suivante. Imaginons qu’un fil soit enroulé 
sur la développée I’, 4 partir d’un point arbitraire A, et s’en dé- 
tache au point I’ pour suivre la tangente I’M’. On coupe ce fil 
en WM’ et on l’enroule sur la courbe [ en le maintenant toujours 
tendu ; son extrémité libre décrira la courbe C. 

Réciproquement, la courbe C est dite la développante de la 
courbe T. Prenant une courbe arbitraire T, si l’on porte sur 


chaque tangente a cette courbe une longueur IM = J, Z étant dé- 


330 APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL INFINITESIMAL. 


finie par la relation 
(/+s=const., 


ou s est l’are Al de la courbe complée a parur d’une origine A 
arbitraire, le lieu du point M sera une courbe normale aux tan- 
gentes de la courbe I. 

Une courbe a une infinité de développantes qui correspondent 
aux diverses valeurs de la constante; ces développantes sont des 
courbes paralléles. 


10. Nous avons trouvé, pour le rayon de courbure, |l’expres- 
sion 
3 
(2) 
ee dx a 


d2 Y 
dx? 


? 


en prenant pour R Ja valeur absolue du second membre. Nous 
avons dit que cette expression offre une particularité intéressante 
pour un point d’inflexion; le dénominateur sannulant, le rayon 
de courbure est infini. Le cas ot le point considéré de la courbe 
est un point de rebroussement de premiére espéce est digne aussi 
de remarque. Pour un tel point supposé placé a lorigine des 
coordonnées, avec l’axe des x pour tangente, ona 


3B 
y=axr?+bxr+... (as. 0); 


dy rae - arty : ieee 
—— restera done fini pour 2 = 0, mais ”” deviendra infini. On 


dz dx? 
a donc, en un point de rebroussement de premiére espéce, R=o. 


La développée d'une courbe passe done par ses points de re- 
broussement de premiére espéce. 

Cherchons, d’une maniére générale, la relation entre le rayon 
de courbure d'une courbe et celui de sa déyeloppée au point cor- 
respondant. Les angles dont tournent les tangentes a l'une et 
Pautre courbe étant les mémes, on a, en désignant par ¢ le rayon 
de courbure de la développée, 


Breed 
RK asc 


en prenant la valeur absolue du second membre; mais, puisque 
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ds, = dit, nous pouvons écrire 


Rays 
en prenant, dans le second membre, la valeur absolue de 7, 8! 


Yon veut avoir p positif. Une conclusion intéressante découle im- 
médiatement de cette formule. Quand le rayon de courbure passe 
par un maximum ou un minimum, on a 


el, par suite, 


La développée, ayant un rayon de courbure nul, aura done, en 
général, un point de rebroussement de premiére espéce. On peut 
verifier cette conclusion sur la déyeloppée de ellipse; pour les 
sommets de l’ellipse, son rayon de courbure passe par un maxi- 
mum ou un minimum, et dans la développée correspond un point 
de rebroussement. On vérifiera aussi que l’are de la développée, 
qui comprend un point de rebroussement, n’est plus égal a la dif- 
férence des rayons de courbure extrémes de la courbe initiale, ce 
qui justifie la restriction sur laquelle nous avons insisté plus haut. 


11. Reprenons les formules (3) et (4) du §7: 


da. a’ dp Bb’ 
Bea) Ke. ds” R?’ 
ay a dj’ a o 
ag OO OR? ase rR 
On a d’ailleurs 
Ge ba Bosse a; 


les signes se correspondant. 


Ces formules permettent de traiter un probléme intéressant. 
Supposons que l’on se donne l’expression du rayon de courbure R 
en fonction de l’are s, et cherchons a déterminer la courbe. On 
aura 


d(a+ia')  a'—ia ae 
Sa iiasie Gaaidis Wik beds 
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ou, en posant a4 + 1a’= u, 


du _ wu 
ds Rr? 
done. 
du .ds 
u R 
par suite 
_f@ 
wea iee 1 * (C désignant une constante) 
Sds 


—, =¢ (asera une fonction dé- 


et, en posant C=A-+ Bi et f 
terminée de s), ; 
a+ ta’=(A+7B)(coss—iUsins). 
Nous obtenons done 
a= Acoss+ Bsinc, 


a’= B cose — A sing; 


et, puisque «?- @/?==1, il faudra que A?-++ B?=1. 
Telle est la solution générale du probléme; pour § et 8/, on 


prendra 
Sp =s.0', A ear a 


Prenons pour origine des coordonnées un point de la courbe, 
pour axe des x la tangente et pour axe des y la normale: on aura 


' 


aT, a=—0O pour s=c=0; 


nous prendrons alors 


et par suite 
& = COSG, a’ =— sing, 


Si, de plus, on veut que 
Rip aes iat pour’ wish, 


on deyra prendre 
B = sine, B' = cose. 


Cherchons enfin les valeurs de x et y. Des relations 


ax=2 ds, dy = fds 
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s s 
C= [ coss ds, 4a [ sing ds, 


"0 eal 


on conclut 


formules qui résolyent le probléme a l’aide de trois quadratures. 
Soit, comme application, RK constant et égal 4 Ry; on aura 


alors 
s 


Ss 
s s S55 
Rw r= [ cos*ds, y= [sing ds; 


eo = 
vo «/0 
donc 
@ = Rsin = r=—Re ‘a Re: 
— s pe JS = 6) hs = 


la courbe sera le cercle représenté par l’équation 
xt+(y—R)?=R?. 


Le cercle est donc la seule courbe plane dont le rayon de courbure 
soit constant, résultat que donnerait immédiatement d’ailleurs le 
théoréme relauf a la développée. Dans celle-ci, en effet, la lon- 
gueur de l’are sera nulle et elle se réduira a un point. 
I 


Comme seconde application, soit R= 2HS: Nous aurons = 1s", 
el 
s Ss 
x Si, cos(s2) ds; y= [ sin( ws?) ds. 
a = 


Ces quadratures ne peuvent étre eflectuées, mais il est néan- 
moins facile de construire la courbe en se rappelant que, lorsque 
s augmente indéfiniment, ces deux intégrales tendent vers une 
limite (Chap. I, § 16). La courbe se compose de deux branches 
symétriques relativement a l’origine et tournant chacune autour 
d’un point asymptote. 


12. Nous terminerons ce que nous avons a dire sur la courbure 
des courbes planes, en donnant une construction géométrique du 
centre de courbure en un point d’une ellipse (/ig.17). Menons 
les normales en M et au point infiniment voisin M’; soit O leur 
point de rencontre. En posant 


MO =F’MO=a et a) = 7% 


334 APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL INFINITESIMAL. 


Tan 


A A OSS) Gt eee 
et désignant par O, F et F’ les angles MOM’, MFM’, M’F’M, 


? 


ona 


a ee: 
F+a=O0+4%, 


dot 


aN pay 
F cee Re) 20 
s As As 
P 2 
Quand M’ se rapproche de M, le second membre tend vers R’ 


R étant le rayon de courbure de Vellipse en M. D’autre part, la 
considération du triangle FMM’ donne de suite 


a“ 


F cosa 
lim — = FM =r 
im = = ( Fay 
et pareillement on a 
: ~ cosa’ as 
nee gece ™ =r’). 
im 2) GE Mie) 


ou enfin 


2a désignant le grand axe de I’ellipse. 
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A la place du produit 77’, introduisons la longueur MN, N étant 
le point de rencontre de la normale avec le grand axe. On a im- 
médiatement 


ee eee 5 


MN ar’ cose 
ia 2a 


et, par suite, on obtient la formule 


MN 


COs? 4 


A Vaide de cette formule, on justifiera aisément la construction 
suivante du centre de courbure au point M; on éléve en N la per- 
pendiculaire 4 MN, et, au point de rencontre K de cette perpen- 
diculaire ayec MF, on éléve la perpendiculaire KO au rayon vec- 
teur MF’; le point de rencontre O de cette droite KO avec la 
normale MN est le centre de courbure cherché. 


III. — Contact des courbes gauches. — Contact des courbes 
et des surfaces. 


13. La théorie du contact de deux courbes gauches est entiére- 
ment semblable a celle du contact des courbes planes. Soient C 
et C’ deux courbes gauches ayant un point commun M; on dira 
qu’elles ont en M un contact d’ordre n, lorsqu’a un point A de C 
infiniment voisin de M, on pourra faire correspondre sur C’ un 
point A’ infiniment voisin de M tel que la distance AA‘ soit d’ordre 
n—+1relativement ala corde ou 4 larc MA. 

Prenons d’abord d’une maniére générale les deux courbes re- 
présentées par les équations 


(C) e=f(t) y=ol(t), s=4(t); 
(C’) v=F(u), y=P(u), s=V(u); 


le point commun M correspond a ¢=¢), w= uy. On suppose, 
comme il est permis, que les trois dériyées f’, 9! et Y/ ne s’annu- 
lent pas simulltanément pour ¢= 7), et de méme pour F’(w), 
M' (uo) et W' (uy). 

Nous suiyons maintenant la méme marche que pour les courbes 
planes; soit encore 


u — Uy = Ay (t — to) + Ag(t— to)? +... + An(t— by)" +... 
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larelation entre wet ¢ qui définira la correspondance entre AetA’. 
Nous devons déterminer les coefficients , de maniére que 2’— a, 
y' —y, 3. —s soient infiniment petits d’ordre n--1 par rapport 
a ¢— Zz). Nous avons ainsi trois groupes de n équations, dont j’é- 


cris le premier 


dy F’( uy) —f' (to) =0, 


oF F' (ato) +E FY (au )— = f'(to) =0, 


les deux autres s’obtenant en remplacant respectivement F et / 
par ® et 9, puts par W et 4. 

Les trois dériyées F’(u)), ®' (uo), W' (uo) n’étant pas nulles ala 
fois, il y aura au moins un de ces groupes qu’on pourra résoudre 
par rapport 4 A,, As, ..., An. Si, par exemple, F’(u,) est différent 
de zéro, on pourra se servir du premier groupe: la premiére équa- 
tion donnera A,, la seconde i, et ainsi de suite, le coefficient de 
la nouvelle inconnue a déterminer n’élant jamais nul, puisquil 
esl toujours égal a E(u). 

En substituantles valeurs ainsi trouvées de ),, Ag, «++, An dans 
les deux autres groupes, on aura les 2n conditions nécessaires et 
suffisantes pour que les deux courbes aient au point commun M 
un contact d’ordre n. Le méme calcul que plus haut montre que 


le rapport a Punité pour limite 

apper WEA I ; 

Dans la pratique, les équations des deux courbes pourront étre 
données sous une forme plus simple. Supposons, par exemple, 
que la fonction F coincide avec la fonction f et que to = uo. Les 


équations des deux courbes sont alors 


dee AE Fs a= 4(%); 
Chem CTI VS Dw), B= (7) 


On a d’ailleurs 
O(to)= P(t) et (to) = V(b). 
Le premier groupe d’équations donne alors 


Ago vy Ng Ag Sens Ages On 
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Par conséquent 
Uu — Uy = t — ty + Ana (t — to Pt1+.... 


Pour que les différences y/— y et s'— z soient d’ordre n+ 1, 
on yoit donc de suite qu’il est nécessaire et suffisant que les fonc- 
tions ®(w) et o(¢) aient mémes dérivées jusqu’a l’ordre n pour 
u=t = ty, et de méme pour V (uw) et b(t). 

Supposons, en second lieu, que la courbe C’ soit définie par les 
deux équations 

Be(e; fy s)=0, 
Ee (27, 2) — 0: 


Les conditions de contact d’ordre n avec la courbe C, 
c2=f(t), y=9(4), 4=Y(t), 


au point (29, Yo, 50) correspondant a ¢= fy, s’obtiennent par la 
méme régle pratique que nous avons donnée pour les courbes 
planes : dans F, et F, on remplace 2, y, z par f(¢), 9(t) et ¥(t);. 
les deux fonctions ainsi obtenues 


Fi[f(t), o(¢), $(@)] et Fal (4), 2(4), ¥()] 


doivent sannuler pour t= ly ainsi que leurs n premiéres dé- 
rivées. 


14. Passons maintenant au contact d’une courbe et d'une sur- 
face. Etant données une courbe C et une surface S ayant un point 
commun M, nous dirons que la courbe et la surface ont en ce 
point un contact d’ordre n, lorsqu’a un point A de la courbe C in- 
finiment yoisin de M on pourra faire correspondre sur la surface 
un point A’ infiniment voisin de M, tel que la distance AA’ soit un 
infiniment peut d’ordre x +-1 par rapport a MA. 

Suivons toujours la méme méthode. Soient la courbe C définie 
par les équations 


z=f(t), y=9(%), = v(t) 
et la surface par les équations 


‘e= F(u, ?), yes O(U, ”), HAE (ese), 
P.— I. 22 
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Soient l= ty, U = Uo, 0 = 0% les valeurs des paramétres don- 

: a 7] wei; / 
nant le point commun M. On suppose que /’(lo), 9’ ( 9) et W(t) 
ne sont pas nuls a la fois et que les trois déterminants foncuionnels 


(voir Chap. XI, § 1) 


D(F,®) D(*,W) D(¥, FP) 


D(u, 0°)" Diner ~DGae 


ne s’annulent pas tous trois pour uU= Uy, ? =o. 
Pour établir une correspondance entre A et A’, nous deyons dé- 
finir w et ¢ en fonction de ¢. Soient donc les développements 


u -= Uy = Ai(¢ — to) + Ag(t —to)?+...4+ An(t— ty)" +..., 


9 — 09 = py (f— fo) + po(t— ty)? +... + Un (t— ty )*+.. 


Ecrivons encore que chacune des différences 2’— x, y'— y et 
3 sest un infiniment peut d’ordre n-+-1 par rapport a é— f. 
Or ona 


v= fi te) (6 — to) f'( to) + Smee 7A 


=e 


OF OF 
a’ = F(ug, 9) + | (u — Uy) — + (6 — 69)-—— | +... 
(Ug, %o) [ 0) ee, ( ») 56, , 
et, en remplacant u— uy et y— vy par leurs développements, nous 
avons 4 annuler dans x’ — 2 les coefficients des m premiéres puis- 
sances de ¢— fy. Il vient ainsi un premier groupe de n équations 


entre les 27 inconnues \,, 1, Awy Miy «= <5 [rey 


oF OF ' 
bore + pa a = f'(t) =0, 

OF oF I oF oF 02 F 
\2 2 “tf 2 Pt 2 =e = 
2 uy | hav, A(T ada tg 0 OV, ut Se) f(t) 


On a de la méme maniére deux autres groupes relaufs 4 y/ — y 
eas — 5. 
Nous avons done 3n équations entre 27 inconnues. Supposons, 


par exemple, que le déterminant fonctionnel Ee) ne s annule 
D(u, v) 


pas pour wv = Uo, ¥ = v9. Les deux premiers groupes permettront 
de déterminer les et les p; en effet, la premiére équation du 
premier groupe et la premiére du second groupe permettert de 
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déterminer i, et »,, les secondes nous donneront Ag et pz et ainsi 
de suite, sans qu’on soit jamais arrété puisque le déterminant des 
équations du premier degré en 2; et »; (¢ étant quelconque) qu’on 
D(F, ®) 
dans le troisiéme groupe, on aura les n conditions nécessaires 


a arésoudre est Loujours - En portant les valeurs trouvées 


et suffisantes pour que Get S aient au point commun M un 
contact d’ordre n; \a solution de la question est done complete. 


15. Les résultats sont particulitrement simples lorsque, la 
courbe étant définie par les équations 
we=f(t), y=), s=(t), 
la surface est définie par 
Sic 7-(itb 5 y= oP); 2=VW(u, 0), 


le point commun correspondant a des valeurs f)= uy= vy des 
paramétres. Les deux premiers groupes donnent dans ce cas 


\y=1, Ay = Ag =... = An =O,7 


Pi=t, Mise Ss i 0. 


Si on le préfére, on peut vérifier immédiatement que ces ya- 
leurs prises a priori satisfont 4 la question; ce seront les seules, 
puisque les équations en ) et » n’admettent qu’un systime de so- 
lutions. On a done 


ub — to = t — ty + Angi (E—f)"*1+..., 
9 — 09 = EF — bo + Bn (t — to )eti+...; 


en portant ces valeurs dans 
Wu, ¢-)— v(%), 

les termes en ¢ — ¢, jusqu’a la puissance n disparaitront, si 
W(t, t)— (2), 

qui s’annule pour ¢=/,, a en outre ses n premiéres dérivées 


nulles pour cette valeur de ¢. 
Supposons enfin la surface représentée par |’équation 


- 


F(z, 4)= 6. 
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Les conditions de contact s’obtiennent par la méme régle pra- 
lique que nous avons donnée pour les courbes planes : dans F on 
remplace x, y,.5 par les fonctions f(t), o(t) et Y(¢). 

La fonction de ¢ ainsi obtenue s’annule ainsi que ses n pre- 
miéres dérivées pour t=, si la courbe et la surface ont en 
(29; Yo, Zo) un contact d’ordre n. 

16. Faisons quelques applications de cette théorie du contact 
de deux courbes ou d’une courbe et d’une surface. Pour une 
courbe gauche donnée et en un point donné de cette courbe, la 
notion de courbe ou de surface osculatrice appartenant a une fa- 
mille dépendant d’un certain nombre de paramétres arbitraires ne 
différe pas de la notion correspondante pour les courbes planes. 
On cherchera a déterminer les paramétres arbitraires de maniére 
que l’ordre de contact soit le plus élevé possible : la courbe ou la 
surface sera dite alors osculatrice. 

Prenons léquation générale d’un plan 


Av+By+Cs+D=0; 


il dépend de trois paramétres arbitraires. On pourra donc, en gé- 
néral, déterminer un plan ayant ayee une courbe donnée en un 
poimt donné un contact du second ordre. En appliquant la régle 
du paragraphe précédent, on aura 


| Ac, +B 40S =o, 
(6) < p p A 
(ha 4, at ,aArZ 


ait Pape AS ate 


le parametre ¢ ayant la valeur correspondant au point considéré M 
sur la courbe. Ces deux équations donneront des quantités pro- 
portionnelles a A, B, C, et, par conséquent, la direction du plan 
osculateur qui, passant par M, se trouve ainsi complétement dé- 
terminé. Nous avons déja rencontré ce plan (Chap. XI, § 5), en 
cherchant a faire passer par chaque point d’une courbe gauche un 
plan dont la caractérisuque soit la tangente. Nous pouvons done 
dire que la surface enveloppe des plans osculateurs d’une 
courbe gauche est la développable formée par ses tangentes. 

Le contact du plan osculateur avec la courbe en un point quel- 
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conque est du second ordre. Ce contact peut-il étre d’ordre supé- 
rieur? II faudrait pour cela que l’on eit 


Geax ay d3z 


et (bier ake 


= 0. 


Cette équation, rapprochée des équations (6), donne 


dx dy ds 
(7) Bae dy dz |\|=0, 
Bae dy dz 


relation qui ne sera vérifiée que pour certaines valeurs du para- 
métre ¢. Les valeurs de ¢ satisfaisant 4 cette équation donnent sur 
la courbe des points od le contact du plan osculateur est du troi- 
siéme ordre. Ces points sont analogues aux points d’inflexion des 
courbes planes; on les appelle les points ou le plan osculateur 
est stationnatre. 

En général, le plan osculateur 4 une courbe en un point est 
traversé par la courbe. En effet, désignons par A, B, C les coeffi- 
cients du plan osculateur tirés des équations (6), c’est-a-dire 

_ dy d?z dz d*y 
~ age dt ae 


et les expressions analogues pour B et C. Les coordonnées x, y, = 
d’un point quelconque de la courbe sont des fonctions du para- 
métre; si l’on donne a ¢ un accroissement trés petit , on aura, 
pour des valeurs de h de signes différents, des points qui seront 
sur la courbe de part et d’autre du point correspondant 4 la valeur ¢ 
du paramétre. Ceci posé, soit l’équation du plan osculateur 


A(X — v)+ B(Y —y) C(Z —s)=0. 
Substituons dans le premier membre de |’équation de ce plan 


aux coordonnées X, Y, Z les coordonnées d’un point de la courbe 
infiniment yoisin du point (a, v, 3), 4 savoir 


dz. kh? dz hs Cn 
ene hs Pe eee 


et de méme pour Y et Z; le résultat de substitution sera 


I /, Ba By Gz\ 
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Si le point n’est pas un point ot le plan osculateur soil staion- 
naire, le coefficient de h? ne sera pas nul et, par conséquent, le 
signe de ce résultat de substitution sera variable avec le signe de h, 
c’est-a-dire que le plan osculateur traverse la courbe. 

Du calcul précédent résulte encore que la distance au plan oscu- 
lateur d’un point de la courbe, infiniment voisin du point de con- 
tact, est du troisiéme ordre. 

Démontrons, enfin, une derniére propriété du plan osculateur 
qui pourrait lui servir de définition. Ce plan peut étre considéré 
comme la limite d’un plan passant par un point M d’une courbe 
gauche et deux points infiniment voisins M’ et M’ de la courbe, 
qui tendent vers M d’une maniére quelconque. Soit, en effet, 


Avr+By+Csz+D=0 


l’équation d’un plan. Désignons par i(¢) le résultat de la substitu- 
tion dans le premier membre des coordonnées du point M. Sit-+-h 
et t+ h' désignent les coordonnées de M’ et M", les résultats de 
la substitution des coordonnées des points M’ et M” seront i(¢+-h) 
et X(¢-- h’). Nous avons donc les trois équations 


AiG) = 05 A(t +h)=o0, A(t +h’) =o. 


Par des combinaisons analogues 4 celles que nous avons faites 
pour démontrer une propriété semblable du cercle osculateur 
(Chap. XII, § 6), on déduit de la, en faisant tendre h et h’ vers 
z¢ro, 

Ki 2) Gy Net) ==40), (LY ebe 


Les deux derniéres relations sont précisément les deux équa- 
tions 
Adz +Bdy +(Cdz =o, 


A@zxr+Bd@y+Cds=0, 
qui caractérisent le plan osculateur. 


Ainsi le plan osculateur jouit d’une propriété analogue a celle 
de la tangente d’une courbe plane, qui est la limite d’une droite 
passant par un point de la courbe et un point infiniment voisin. De 
méme que la tangente a une courbe plane rencontre, en général, la 
courbe en deux points confondus au point de contact, pareillement 
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le plan osculateur, pour un point arbitraire d’une courbe gauche, 
la rencontre en ¢rozs points confondus en ce point. En un point 
d'inflexion d’une courbe plane, il y a avec la tangente trois points 
confondus; de méme, en un point ou le plan osculateur est station- 
naire, il y aura quatre points de rencontre ayec le plan osculateur. 


17. Pourrait-il arriver que, pour tous les points d’une courbe, 
le plan osculateur fat stationnaire? Le déterminant (7) serait alors 
identiquement nul. Il est aisé de voir que, dans ce cas, la courbe 
est plane. Laissant de cété le cas oti la courbe serait dans un plan 
paralléle au plan des yz, nous pouvons prendre x comme variable 
indépendante, et ’identité (7) se réduit a 


By Bs adady _ i 
dx? dz* dz? drt” 


En l’écrivant sous la forme 


d*y d?z 
dx? lat 
diy dis 
dx’ dx 


d’ou Von conclut, en intégrant encore deux fois, 
y=Os4+C'r+C’," 


les C étant des constantes. La courbe est donc plane. 


48. Une seconde application de la théorie du contact nous sera 
fournie par Ja recherche de la sphére osculatrice. L’équation d’une 
sphére 


(w@— a)?+(y —b)?+(s—c)? —R?=0 
renfermant quatre paramétres arbitraires, on peut choisir ces pa- 
ramétres de fagon que la sphére ait un contact du troisiéme ordre 


avec une courbe gauche donnée en un point donné. En remplacant 
@, y, = par leur valeur en fonction de ¢, nous aurons, pour le point 


(2 —a)?+(y—b)?+ (s—c)?—R?=0 
et, en posant 
dx dy . 
p(t)=(2#—24)—, +(y rab +(z—c)—) 


les équations 
Go toy (Lic) tos eZ) Oe 


Ces trois équations déterminent le centre de la sphére oscula- 
trice, et l’on peut définir d’un mot sa position. L’équation p(t) =0, 
en y regardant a, b,c comme des coordonnées courantes, repré- 
sente, en effet, le plan normal ala courbe au point (2, v, z); ense 
déplacant, le plan normal enveloppe une surface développable, et 
les trois équations précédentes déterminent le point ot la caracté- 
ristique du plan normal touche son enveloppe (Chap. XI). Nous 
avons donc la proposition suivante : 


Le centre de la sphére osculatrice est sur la caractéristique 


du plan normal et au point ou cette caractéristique touche son 
enveloppe. 


La caractéristique du plan normal pour un point M d’une courbe 
gauche est souvent appelée la droite polaire du point M. Cette 
droite polaire est perpendiculaire au plan osculateur, comme le 
montrent les deux équations 


(X—a)dx +(Y—y)dy +(Z—2z)dz=0, 
(X—a2)@Par+(Y—y)@y +(L—z)d2z—ds*=0, 


qui la définissent, car cette droite est manifestement paralléle a la 
droite 


el, par suite, normale au plan osculateur. 


19. Comme exemple de courbes osculatrices 4 une courbe 
gauche, prenons d’abord la droite. Les équations d’une droite 


t=asz+p, y=64+ 4 


dépendant de quatre paramétres, le contact pourra étre seulement 


Or 
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du premier ordre. On aura les quatre équations 
r= aS+p, y= bs+q, de— 2 as, dy = b dz, 


qui déterminent les quatre coefficients. La droite ainsi trouvée 
est évidemment la tangente. Pour que le conctact soit du second 
ordre, il faudrait encore avoir 


Cn—ad*z, ty = b d? z. 


Le contact de la tangente avec la courbe sera donc du second ordre 
seulement pour les points vérifiant les relations 


Si Von prend pour x, v, s trois fonctions arbitraires d’un para- 
métre ¢, il n'y a pas, en général, sur la courbe correspondante, de 
points ow le contact avec la tangente soit du second ordre. Pour un 
tel point, quand il existe, |’équation du plan osculateur est indé- 
terminée, puisque les trois coefficients désignés par A, B, C sont 
nuls; tout plan passant par la tangente en ce point rencontre la 
courbe en trois points confondus au point de contact. 

Comme derniére application, cherchons, enfin, le cercle oscula- 
teur a une courbe gauche en un point M de cette courbe. Le plan 
d’un cercle dépend de trois paramétres, et, dans ce plan, le cercle 
est déterminé si l’on donne son centre et son rayon. Ainsi les 
équations d’un cercle renferment s7x paramétres; donc on pourra 
déterminer un cercle ayant, avec une courbe donnée en un point 
donné, un contact du second ordre. Le cercle peut étre défini 
comme intersection du plan > 


(P) Ar+By+Cz+D=o0 
et d’une sphére 
(S) (x —a)?+(y —b)?+(s—c)?— p2?=0. 


Cette sphére ne peut étre d’ailleurs complétement déterminée; les 
deux équations précédentes contiennent un paramétre de trop, car, 
par un cercle, on peut faire passer une infinité de sphéres dépen- 
dant d’um paramétre arbitraire. 
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Appliquons la théorie du contact. Aux deux équations précé- 
dentes, nous deyons adjoindre, d’une part, les deux équations 


Adz +By +Cdz =o, 
A d?x + Bry + Cdiz = 0; 


elles montrent que le plan (P) est le plan osculateur a la courbe. 
D’autre part, en différentiant deux fois l’équation (S), nous obte- 
nons deux équations qui représentent la droite polaire, si lon y 
regarde a, b, c comme des coordonnées courantes. Donc le centre 
de la sphére se trouve sur la droite polaire. Comme, d’autre part, 
cette droite est perpendiculaire au plan osculateur, on voit que 
le cercle osculateur est complétement déterminé comme intersec- 
tion du plan osculateur avec une sphére quelconque ayant son 
centre sur la droite polaire et passant en M. On peut encore dire 
que de cercle osculateur est le cercle du plan osculateur pas- 
sant en M et ayant pour centre le point ov la droite polatre, 
correspondant a M, rencontre le plan osculateur. 


20. Je dirai peu de chose sur le contact de deux surfaces. En nous 
plagant toujours, pour commencer, dans les conditions les plus 
générales, prenons les équations des deux surfaces sous la forme 


(S) Li Pee 7 = 9O(U,¥), z= (u, ¢) 
et 
(S’) 2= EUV), aa Ue 2a 


et supposons que ces surfaces aient un point commun A(2o, V9, Zo) 
correspondant respectivement a (Wo, %9) et (Uo, Vo). On dira que 
ces deux surfaces ont au point A un contact d’ordre 7, si a tout 
point M de S, infiniment voisin de A, on peut faire correspondre 
un point M’ sur S/ tel que la distance MM’ soit infiniment petite 
d’ordre n +1 par rapport 4 AM. Comme il y a ici deux variables 
indépendantes, il est nécessaire de préciser les conditions dans 
lesquelles nous prenons les infiniment petits. Les coordonnées du 
point M s’obtiendront en donnant a wy et %) deux accroissements 
u—Uy el ~—9} nous regarderons ces deux accroissements 
comme des infiniment petits arbitraires, mais de méme ordre. La 
distance AM sera alors de lordre de u— uy ou ¢ — 9, el nous 
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devons écrire que MM’ et, par suite, (2’— x), (y'’— y) et (s'— 3) 
sont des infiniment petits d’ordre n +1. La correspondance entre 
M et M’ sera définie par deux relations de Ja forme 


U — Up = Ay (u — Up) + pi (P — 00) +... 


V— Vo = An(u— Up) + po (P — 09) +... 


En substituant dans 
2=F(U,V), 7 =9(U,V) <= F(U,V) 


ces valeurs de U et V, nous écrirons que les développements de 
a'— x, y'— y et s’—s commencent par des termes de degré 


m-+i en uw— Uy et » — yo. On a ainsi a écrire 


3 [ es —1| 


2. 


équations. Celles-ci renferment des et des p, coefficients des 
termes en u — Uo et %) — % Jusqu’au rang 7v, qui sont en nombre 


ke +1)(n+ 2) | 
2 ; dle 


2 


(m+1)(n +2) 
2 
, : : k al 
qu’en un point A, qui est supposé appartenir a deux surfaces 5S 
et S’, celles-ci aient en A un contact d’ordre rn. 
Prenons le cas trés simple et toujours réalisable ot les sur- 


On a donc 5; équations de condition pour 


faces sont données par les deux équations 


= U(u,¢?), 
sie (ULF Ve); 


ny 
| 


eer Aan Is = ERO), 
zc 9 $(U, Vy; I= o(U, N'); 


cS) 


les fonctions f, F et 9, ® coincidant; de plus Uy = wy, Vo = &%. 
On vérifiera facilement que, dans ce cas, la correspondance 
entre U et V est donnée par les équations de la forme 


U—U,=u—wuw-+.... 


y eee ee " 1 
V — Vp = —0o-+..., 


les termes non écrits étant de degrés supérieurs au n'*™? en u— Uy 
et ¢ — ee; les conditions de contact s’obuennent en écrivant que 
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les dérivées partielles des deux fonctions ¥ et W jusqu’au nime 
ordre, inclusivement, sont égales pour (wo, 0). 
En particulier, si les deux surfaces sont données par les équa- 
tions 
Bo, Pe YT (Ea i) 


les deux surfaces auront, au point correspondant a (29, jo), un 
contact d’ordre n, si les fonctions 4 et W sont égales, ainsi que 
leurs dérivées partielles jusqu’au rang n, pour = 2%, y=JYo- 
Le nombre de ces conditions, ot se trouve exprimé que la seconde 
surface passe en (29, 7, Zo), est done supérieur d’une unité au 
nombre trouvé plus haut ; il est, par suite, égal a 


(m+1)(n+ 2) 
2 


Ce nombre donne a la théorie qui nous occupe un caractére 
propre, et la rend trés différente de celle du contact d’une courbe 
et d'une surface, particuliérement en ce qui concerne les surfaces 
osculatrices a une surface donnée. Nous renverrons, pour ce point, 
au Cours d’ Analyse de M. Hermite (p. 139), ot on trouvera les 
particularilés curreuses que présentent les surfaces osculatrices 
du second degré. Je renverrai aussi a un intéressant Mémoire 
d’Halphen, qui fait suite aux recherches de M. Hermite [ Sur le 


contact des surfaces (Bulletin de la Société mathématique, 
t. IIL)]. 


IV. — Remarques sur les courbes gauches algébriques; formules 


de Cayley. — Courbes dont les tangentes appartiennent 4 un 
complexe linéaire. 


21. Nous avons appelé Pattention (§ 16) sur les points d’une 
courbe gauche ou le plan osculateur est stationnaire : ce sont les 
points ot le plan osculateur a, avec la courbe, un contact du troi- 
siéme ordre. Si l’on se donne une courbe gauche quelconque, en 
coordonnées ponctuelles, c’est-a-dire si l’on prend, pour les coor- 
données 2, y, z, des fonctions arbitraires d’un paramétre ¢, la 
courbe possédera des points de la nature indiquée, car la condition 
qui leur correspond s’exprime par une équation unique en ¢. 
Nous allons nous borner aux courbes gauches algébriques : 2, y, 3 
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seront alors des fonctions algébriques arbitraires d’un paramétre ¢. 
D’autres singularités se présenteront d’une maniére normale si, 
au lieu de se donner la courbe en coordonnées ponctuelles, on se la 
donne en coordonnées tangentielles, c’est-a-dire si l’on se donne 
la courbe comme aréte de rebroussement de la surface dévelop- 


pable enveloppe d’un plan mobile 
Az+By+Csz+D=o0, 


ot A, B, C, D sont des fonctions d’un paramétre «. Il va se pré- 
senter ici ce qu’on a rencontré dans l’étude des courbes planes, 
ot les points d’inflexion se rencontrent d’une maniére normale 
dans les courbes données arbitrairement par une équation en co- 
ordonnées ponctuelles, tandis que ce sont, au contraire, les points 
de rebroussement qui se présentent d’une maniére normale dans 
les courbes données arbitrairement par une équation en coor- 
données tangentielles. 

Reprenons le plan mobile dont l’équation est écrite ci-dessus. 
La courbe sera donnée par les trois équations 


A r+By+Cs+D earth. 
(8) A’'a+B'y+(C’'z+D' =o, 

[Ale + Bly + C’s + D' = 0 
qui donnent x, v, z en fonction du paramétre «. A ces équations, 
adjoignons la suivante 


(9) AS at BY stale = D! == ox 


Pour « arbitraire, il n’y aura pas de valeur de x, y, = satisfai- 
sant a ces quatre équations. Mais wne seule relation en 2 exprime 
que ces quatre équations ont une solution commune. 

Soit a une valeur de ~ vérifiant cette relation. Le point corres- 
pondant est dit un point stationnatre de la courbe. Il ne faut pas 
confondre les points stationnaires avec les points considérés pré- 
cédemment ot: le plan osculateur est stationnaire. 

En général, c’est-a-dire si A, B, C, D sont des fonctions quel- 
conques de 2, un point stalionnaire n’est pas un point simple de 
la courbe, mais est 4 considérer comme l’analogue du point de 
rebroussement de premicre espéce dans les courbes planes. Pour 
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le démontrer, nous allons faire voir que, pour ce point, on aura, 
en général, 
aL — yi eet, 


; dy dz ; . : s 

les quotients 7 et 7 ayant une valeur unique; il en résultera 
AL Cc . 

bien que le point stationnaire pourra étre regardé comme un point 

de rebroussement de la courbe gauche. 


Les deux premi¢res équations (8) donnent, quel que soit 2, 


A dx+B dy+C dz=0, 
A' dx + B' dy + C'dz 


ll 


O- 
On a, d’autre part, « élant toujours arbitraire, 
A" dz + B" dy + C" dz + da(A" x2 + B’y + C"z+ D”) =0; 
faisons maintenant % == %», On aura 
A” dx + B" dy + C" ds =0. 


Nous avons donc trois équations homogénes en dx, dy, dz, dont 
le déterminant ne sera pas nul en général pour @ == 4, et Von a 


bien, par’suite, 
Ai = dj, — da 


pour le point stationnaire ; quant aux rapports de dx, dy, dz, ils 
sont, en général, déterminés par les deux équations écrites plus 


haut. 


22. Il résulte de ce qui précéde que, si l’on veut introduire, 
dans l'étude des courbes gauches algébriques, les singularités qui 
se rencontrent nécessairement dans une courbe ou dans sa trans- 
formée par polaires réciproques, on doit envisager a la fois les 
points ott le plan tangent est stationnaire et les points station- 
naires. C’est ce que Von fait en Géomeétrie plane dans les formules 
de Pliicker ; M. Cayley a donné pour les courbes gauches algé- 
briques des formules trés intéressantes qui sont les analogues de 
celles de Pliicker : nous allons les établir (*). 


(') Mémoire sur les courbes a double courbure et les surfaces dévelop- 
pables, par A. Cayley (Journal de Liouville, t. X; 1845). — Voir aussi la Géo- 
metrie a trois dimensions de Salmon. 
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Introduisons d’abord certains nombres entiers qui vont jouer 
un role essentiel. Les tangentes 4 la courbe gauche C forment une 
surface déyeloppable dont nous désignerons le degré par r. Repré- 
sentons ensuite parr le nombre des plans osculateurs que lon 
peut mener a la courbe par un point arbitraire de Vespace. On 
appelle r le rang et n la classe de la courbe gauche. Nous dési- 
gnerons par « le nombre des points ot le plan osculateur est 
stationnaire et par % le nombre des points stationnaires. 

Nous ayons encore quatre nombres a définir. Le plus important 
est le nombre des sécantes doubles de la courbe qui passent par 
un point arbitraire de lespace ; désignons-le par fA. Il représente 
le nombre des points doubles apparents de la courbe, c’est-a-dire 
le nombre des points doubles de la perspective de la courbe quand 
on la projette coniquement d’un point de vue arbitraire sur un 
plan quelconque. 

Prenons ensuite un plan arbitraire ; i] y aura dans ce plan un 
certain nombre de droites par lesquelles on pourra mener deux , 
plans osculateurs 4 la courbe gauche ; leur nombre est g. 

Un plan arbitraire peut contenirun certain nombre & de points 
qui soient 4 la rencontre de deux tangentes a la courbe gauche. 

Enfin, par un point arbitraire, on peut mener un certain nombre 
de plans tangents en deux points a la courbe : y représentera 
leur nombre. 


23. Commencons par rappeler les formules de Pliicker rela- 
tives aux courbes planes. En représentant par » Vordre d’une 
courbe, par y sa classe, par 6 le nombre de ses points doubles, 
x de ses points de rebroussement, 7 de ses tangentes doubles, 
ide ses points d’inflexion, on a les deux équations 


v= uf A Sa 
i ee 1) — 2.10 — 3%, 


i=3p(u—2)—66— 8x, 


auxquelles il faut joindre les deux suivanles 


° 


w= v(v—1)—27— 32, 


% = 3v(v —2)— 67 — Bu. 


Ces formules se réduisent d’ailleurs 4 ¢rots, car les deux pre- 
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mieres et les deux derniéres conduisent a la méme relation 


i—3v=z%—3hz. 


24. Ceci posé, considérons la surface développable, formée par 
les tangentes 4 la courbe C, et son intersection avec un plan quel- 
conque P. Cette intersection L est une courbe d’ordre r; sa classe 
est évidemment égale 4 2. Un point double de I correspond a deux 
tangentes de C se coupant sur le plan P; T aura done z points 
doubles. / 

D’autre part, le nombre des tangentes doubles de cette courbe 
est égal A g, puisque une tangente double doit proyenir de l’inter- 
section de deux plans osculateurs de la courbe située dans P. 
Enfin la courbe I posséde m points de rebroussement qui sont les 
intersections de C avec le plan P, et elle a « points d’inflexion. 


Nous aurons done 


n= r(r—1)—2x7—3m, r= n(n—1) —2¢g—3z2, 


a=3r(r—2)—b6zr—8™m, m=3n(n—2)—6eg— 84, 


et ces équations se réduisent a trois relations distinctes. 

Un autre systéme d’équations est fourni par la considération du 
cOne ayant pour sommet un point arbitraire et passant par la 
courbe. Considérons une section plane quelconque de ce cone. Son 
degré sera égal a m3; sa classe sera égale au nombre des plans tan- 
gents qu’on peut mener a la courbe C par une droite arbitraire, et 
sera par conséquent égal eu nombre des tangentes de C rencon- 
trant cette droite, c’est-a-dire r. Les points doubles de ¥ corres- 
pondront aux droites doubles du céne, et par suite aux sécantes 
doubles de C; leur nombre est h. Le nombre des tangentes doubles 
sera y, d’aprés la définition méme de y. Les points de rebrousse- 
ment de = proviendront des points stationnaires : leur nombre 
sera %. Enfin les points d’inflexion correspondent aux 7 plans os- 
culateurs menés par le sommet a la courbe C. On a par suite les 


formules 


r= m(m—1)—2h — 38, m= r(ir—i1)—2y—3n, 


n=3m(m—2)—b6h— 88, 6 = 3r(r—2)—6y —8n, 


et nous avons 1a seulement trois relations distinctes. 
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En résumé, nous avons sz relations entre les neuf quantités 


1 Oe CR Pe ORS S55 Tie aes ae me a 


Six d’entre elles peuvent étre déterminées en fonction des trois 
autres. 


25. Cherchons ce que nous donneront les formules précédentes 
pour une cubique gauche. 

On sait qu’on appelle ainsi intersection incompléte de deux 
surfaces S et S’ du second degré ayant une génératrice commune D. 

Soit Aun point quelconque de l’e’.ace; considérons la surface 
du secand degré, représentée par P’équation 


S+1S’=0, 


passant en A. En ce point on peut mener sur la surface deux gé- 
nératrices rectilignes; la génératrice de méme systéme que D ren- 
contrera la cubique en deux points. 

Ce sera donc une sécante double de la cubique, passant par A, 
et ce sera évidemment la seule, car Loute autre sécante double ayant 
trois points communs avec la surface S + A4S'=o0 doit coincider 
avec la génératrice considérée. On aura donc h = 1. 

D’autre part « est nécessairement nul, car un plan osculateur ne 
peut rencontrer la cubique gauche en quatre points. 


Ayant 


ee ea co 0n 


nous pouyons trouver les six autres nombres. On obtient ainsi 


Pia, a — 0. i=. fey 


La solution § = 0 était évidente a priort, une cubique ne pou- 
vant avoir de point stationnaire. La développable formée par les 
tangentes 4 une cubique gauche est du quatriéme degré (r= 4), 
et enfin par un point quelconque de l’espace on peut mener trois 
plans osculateurs 4 une cubique gauche (n= 3). 

Au sujet des plans osculateurs menés par un point A, Chasles a 
établi une proposition élégante, dont la démonstration se rattache 
dailleurs aux considérations précédentes. En prenant le point A 
comme point de yue, projetons la cubique gauche sur un plan 


Pp, — I. 23 
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quelconque. Cette perspective sera une courbe du troisiéme degré 
avec un point double; les projections des points de contact et des 
plans osculateurs menés de A a la cubique seront les points d’in- 
flexion de cette courbe plane. Or celle-ci, ayant un point double, 
a trois points d’inflexion situés en ligne droite. Nous avons done 


le théoréme suivant : 


Les trots points de contact des plans osculateurs menés d'un 
point arbitraire A a une cubique gauche sont dans un plan 


passant par le point A. 


26. Nous avons considéré (Chap. XI, § 20) les courbes dont 
les tangentes appartiennent a un complexe linéaire. En désignant 
par 

AL + BM -+ CN -- DX=2 BY -- PZ ==0 


l’équation du complexe, les courbes dont les tangentes apparuien- 
nent au complexe doivent vérifier la relation 


| A(y dz —zdy)+ B(z dx — xdz) 
(a) 4 
| + C(ady—ydr)+Ddr+Edy+F dz=0. 


Leurs plans osculateurs possédent une propriété remarquable. 
M. Appell a en effet montré que le plan osculateur en chaque 
point dune telle courbe est le plan correspondant au point dans le 
complexe ('). Ce théoréme peut s’établir de la maniére suivante. 


Le plan correspondant au point (2, y, s) dans le complexe est 


(X— x)(Bz—Cy+ D)+(Y¥—y)(Cx—Az-+ E) 
+(Z—s)(Ay—Bar+ F)=0. 


Ce plan coincidera avec le plan osculateur si l’on ales relations 


Bz—Cy+D Cr—Az+E Ay—Ba+F 


dy @z—dzsd*y  dsd?x—dxds dxd*y —dy dx 


(*) P. AppeLt, Sur les cubiques gauches et le mouvement hélicoidal d’un 
corps solide (Annales de l’Ecole Normale supérieure, 1875). 


eo 
Qt 
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Or, en différentiant Péquation (a), on a 


(8) | A(y @2z—zd*y)+ B(zd?x — ax dz) 


+C(r2@y—yd@xr)+Dde+Edy+ Fd*s=0, 
Mais ces équations («) et (8) peuvent s’écrire 


dz (Bs —Cy+D)+dy (Cx—Az+E)+dz (Ay—Barv+F)=0, 
@z(Bs—Cy+D)+ @y(CGr —Az+E)+a@2(Ay—Br+F)=0, 


(10) 


dott résultent de suite les relations cherchées. 


De ce théoréme on peut déduire une propriété des plans oscu- 
lateurs menés par un point aux courbes dont les tangentes appar- 
liennent a un complexe linéaire. Soit C une telle courbe et A un 
point quelconque de lespace. Je considére un plan osculateur de 
la courbe passant en A; M étant le point de contact de ce plan, la 
droite MA appartiendra au complexe puisque M est le foyer du- 
plan osculateur. Cette droite sera done dans le plan correspondant 
au point A dans le complexe. Par suite les points de contact M 
des plans osculateurs menés par A a la courbe sont dans un méme 
plan passant par A. Réciproquement d’ailleurs, si M désigne un 
point de rencontre du plan polaire de A avec la courbe CG, le plan 
polaire du point M passe par MA, qui appartient alors au complexe; 
il est d’autre part le plan osculateur 4 C en M: par conséquent, le 
plan osculateur en ce point passe par A. Ainsi par le point A on 
peut mener a la courbe autant de plans osculateurs qu'il y a de 
points de rencontre, avec la courbe, du plan polaire de A dans le 
complexe. En particulier, si la courbe gauche est algébrique, son 
ordre sera égal a sa classe, et tous les points de contact des 
plans osculateurs passant par A seront dans un plan conte- 
nant ce point. Le théoreéme de Chasles relatif aux cubiques 
gauches (§ 24) est un cas particulier de cette proposition générale : 
nous ayons yu en effet (Chap. XI, § 20) que les tangentes d’une 
cubique gauche appartiennent a un complexe linéaire. 


27. Cherchons, sur une courbe gauche dont les tangentes appar- 
tiennent & un complexe linéaire, les points ot le plan osculateur 
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est stationnaire. Il faut calculer le déterminant 


dx dy dz 
6=| dx dy dz 


Be dy dss 
A ceteffet, joignons aux équations (10) l’équation obtenue en dif- 


férenuiant la seconde de ces équations; ce sera 


( Bo(Bs—Cy+ D)+ da y(Cr—Az+E) 
ey 4 dts (Aye Bed F) = Ane Bea Oy, 
en posant 


a=diydz—@zdy, ~b=a@szar—dxrd3zs, y=d'xdy—d*y dz. 


Les équations (10) et ’équation (a 1) donnent 
(Ag+ By+Cy)z 
So eee 
19) 


__ (Ac+BB+Cy)6 


0 


(Axz+B8+ Cy)y 
D) 


Ay—Ba+F= 


En multipliant ces équations par A, B, C et ajoutant, nous 
avons 
(AD + BE + CF)8 =—(Aa+B8+ Cy). 


La constante AD-+ BE-+ CF n’étant pas nulle (Chap. XI, § 19), 
on voit qu’alors l’équation 6 = 0 se met sous la forme d’une équa- 


tion qui est un carré parfait 


[A( dy ds — d*z dy) + B(d?z dx — d?x dz) 
+ C(@2 dy — dz d*y)P=0. 


Il est facile d’aller plus loin. On a en effet (§ 26) 


dy d*3— dz d*y =)}(Bs —Cy+D), 
dz d*zx — dxd?z =)(Cx—Az-+E), 
dz dy —dy @x=)(Ay —Br+F); 
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el, par suite, en substituant dans l’équation précédente, = 0 
pour les points ot le plan osculateur est stationnaire. On aura 


done pour ces points 
aa dty — dts 
dx dy — ads 


Ainsi, dans les courbes que nous yenons d’étudier, les points 
ou le plan osculateur est stationnaire sont en méme temps des 
points od la tangente a avec la courbe un contact du second ordre. 


28. Nous allons considérer, pour terminer, les courbes wnicur- 
sales les plus générales dont les tangentes appartiennent a un 
complexe linéaire. On suppose que l’axe des z soit ’axe du com- 
plexe; ’équation (a) a laquelle satisfont 2, y, sse réduit a 


xdy—ydzx=kdz. 


Les axes étant ainsi choisis, soient 


les équations de la courbe, P, Q, R, S désignant des polynémes 
de degré mena. Ona 


Pe PF} da. 


zdy—ydzr= Re 


SiR=(a—2,)(a—a,)...(a— a), en décomposant la frac- 
tion rationnelle en fractions simples, nous avons 


roy’ — PO Kk K, L Ly 


a 
R2 (a— a)? (a—ay) (% — am)? . (4 — &»,) 


Les coefficients K,, ..., L, doivent étre nuls, pour que = soit 
fonction rationnelle de «. Or on peut écrire cette identité de la 
maniére suivante 


PY —P'@ 
R 2 
bs i r 
En différentiant, et faisant ensuite « = a,, il ne restera dans le 
second membre que K,. 


=K+K,(«—a,)+.... 
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On trouve ainsi, puisque K, doit étre nul, 
(PQ”—P’Q)R’+(P'Q—PQ’)R"=0, pour 2=4. 


De méme, cette relation doit étre vérifiée pour & = a, ..+, &m- 
D’autre part, les points d’inflexion de la courbe unicursale re- 
présentée par les équations 


_P a 
R ban 


sont données par l’équation du degré 3(m — 2) 
R(P’Q”— P”Q') + R'(P”Q — PQ”) + R"(PQ’— P’Q) =o. 


D’aprés ce qui précéde, cette équation admet pour racines 
41, Ua, +++, 4m. Par conséquent, la projection de la courbe sur le 
plan des zy a m points d’inflexion a l’infini, 

Nous avons dit plus haut qu’une courbe dont les tangentes ap- 
partiennent a un complexe linéaire posséde un certain nombre de 
points ot le contact de la tangente avec la courbe est du second 
ordre. Cherchons ces points : des relations 


ady —ydz =kdz, 


LPy—y eae kd*z, 
on conclut 


dz @z—dzs@x _ dydx—drd*y  dzd*y—d*z dy. 


2 


x —k x 


done l’équation 
dz Py —dy dzx=o0 
entrainera 


dz d*z— dz d*x = 0, dz dy — d*z dy =0, 


le point (a, y, z) étant a distance finie. Les points d’inflexion a 
distance finie de la courbe plane 


8 
| 
a 
~O 


= ® y= 


seront done les projections des points cherchés de la courbe 
gauche. Or une courbe unicursale d’ordre m posséde 3(m— 2) 
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points d’inflexion; nous devons retrancher de ce nombre les 
m points d’inflexion 4 Vinfini, et nous avons le théoréme suivant ('): 


La courbe gauche unicursale d’ordre m, la plus générale, 
dont les tangentes appartiennent a un complexe linéaire, 
posséede 2(m — 3) potnts ott la tangente a avec elle un contact 
du second ordre. 


(*) Application de la théorie des complexes linéaires a l’étude des surfaces 
et des courbes gauches ( Annales de l’Ecole Normale, 1877). 
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CHAPITRE XIII. 


COURBURE ET TORSION DES COURBES GAUCHES. 
FORMULES FONDAMENTALES. 


I. — Courbure et torsion des courbes gauches. 
Centre de courbure. 


1. Considérons une courbe gauche sur laquelle est fixé un sens 
pour les arcs croissants et menons dans ce sens les tangentes en 
deux points voisins M et M’. L’angle ¢ de ces deux directions s’ap- 


pelle la courbure de l’arc MM’; le rapport o représente la cour- 


bure moyenne de cet arc, et la limite de ce rapport, quand M’ tend 
vers M, la courbure de la courbe au point M. L’inyerse de ce rap- 


port, qui est une ligne, est dit le rayon de courbure de lacourbe 
au point M. 


Nous allons chercher Pexpression du rayon de courbure. Au 


lieu de la limite de ce nous pouyons considérer évidemment la 
sine 


limite de _ * Les cosinus directeurs des deux tangentes étant res- 


pectivement a, 8, y et «+a, 8+ AB, y + Ay, nous avons 
sin?e = (a AB — B Ax)?-+ (8 Ay — y AB)?+- (y Ax — @ Ay). 


Divisons les deux membres par As? et faisons tendre le point M’ 
vers le point M; il vient 

i ete sinte (ad — 8 dx)?+ (8 dy — y d8)2+ (y dz — a dy)? 

Re NSt: 5 ds? 

_ dx?+- d32+ dy? 


? 
ds? 
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en désignant par R le rayon de courbure. Dans toute cette théorie 
des courbes gauches, la ligne R représentera une ligne essentielle- 
ment positive. 

Il est utile de donner l’expression de R en fonction de x, y, 5. 
En posant 


ASdy@s—dzd*y, B=dzsdx—drd*s, CG=drdty—dy dz, 


Stee , A 1x dy Az p 
on déduit des équations % = Be 6 == SY, vy — = les relations 
ds ds’ ! ds 

A 

Bdy—ydB=-N, 
B 

y dz —ady = Ws? 
C 

ee ‘ 

ad B dx oR 


On aura donc 


Remarquons que, si l’on prend I’are s comme yariable indépen- 
dante, le rayon de courbure est donné par la formule trés simple 


I d2x\? dy 2 d?2z\2 
we - (Ge) aa Gerd + (5) 


qui résulte immédiatement de la premiére expression trouyée 


pour x . 


2. Nous avons déja vu (Chap. XII, § 18) que la caractéristique 
du plan normal était perpendiculaire au plan osculateur. Cette 
droite a été appelée la droite polaire, qui correspond au point M 
considéré sur la courbe. On désigne sous le nom de normale 
principale \a normale a la courbe située dans le plan osculateur. 
La normale principale et la droite polaire sont perpendiculaires 
Pune a l’autre; en désignant par O leur point de rencontre, qui 
est le centre du cercle osculateur 4 la courbe, cherchons Ja di- 
stance MO. L’équation du plan normal au point M(a, y, 3) étant 
(P) 


(X—ar)a+(Y¥—y)8+(Z—s)y=0, 
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il faut, pour avoir sa caractéristique, adjoindre a cette équation 
Ja suivante, 


(Q) (X> r)da+(Y—y)df+(Z— 3)dy —ds =o. 


Les deux plans (P) et (Q) sont perpendiculaires un a lautre, 
puisque ada + 8d + ydy =o. Pour éyaluer la distance MO, il 
suffira donc de calculer la distance du point M au plan (Q). Ona 


done 
ds? 
da*+- dB? -+- dy? 


MO = 


ll en résulte que la distance MO est égale au rayon de courbure R. 
Nous pouvons done dire que le rayon de courbure est égal au 
rayon du cercle osculateur. Le point O, centre du cercle oscula- 
teur, est dit le centre de courbure de la courbe en M. 

Désignons par a’, 8’, y’ les cosinus directeurs de la direction MO, 
allant du point M au centre de courbure : ce seront les cosinus di- 
recteurs d’une direction déterminée sur la normale principale. Le 
plan Q étant perpendiculaire au plan P est perpendiculaire a la 
normale principale, et l’on a, par suite, 


ax dB z ay 


PS ees ap ee gee 
a p 


D’autre part, les coordonnées du point O étant x + Ra’, y + RB’, 
s+ Ry’, et ce point étant dans le plan Q, ona 


R(al'da + B'dB + y'dy) = ds. 


La valeur commune des rapports précédents est done a uisque 
io P Rn’ Por 


g/2 +4. 8/2 +. »’2 — 1, Nous obtenons ainsi les formules trés tmpor- 
\ 
tantes 


di dB Bi 
feat, 


dz _ a dy _Y¥ 
Os ds ies AR 


ds R 


3. Un plan quelconque passant par la tangente en M, sauf le 
plan osculateur, laisse du méme cété la courbe dans le voisinage de 
ce point. Il est intéressant de remarquer que la direction MO sera, 
par rapport a ce plan, du méme cété que la courbe. Il suffira de le 
verifier dans un cas particulier. Prenons, par exemple, le plan 


(X—a@)a'+ (Y—y)B'+ (Z—2)y'=0 
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perpendiculaire a la normale principale. En substituant les coor- 
données du point O dans le premier membre de l’équation de ce 
plan, le résultat de la substitution, R, est positif. D’autre part, en 
prenant l’are s comme yariable indépendante, les coordonnées X, 
Y, Z d’un point de la courbe voisin de M sont données par les dé- 
veloppements 

da 1 @a 


A= 2 + As As? 
ds Tie ast 


et les formules analogues pour Y et Z. En substituant dans le pre- 


mier membre de |’équation du plan précédent, on a de suite, en 


aa ‘ ay ’ 
>» et pareillement pour {' et y’, 
ds ' ve 


remplacant # par R 


1 I 
—— — As?+-.... 
1.2 R ie 
Le résultat de la substitution est done aussi positif, ce qui justifie 
la remarque que nous avons énoncée. 


4. Aprés avoir considéré l’angle des tangentes en deux points’ 
voisins, il est naturel d’étudier l’angle de deux plans osculateurs ; 
on arrive ainsi a la notion de seconde courbure ou torsion. 

Menons les plans osculateurs en deux points M et M’ d’une 
courbe gauche, et les normales 4 ces plans. Ces normales font un 


angle z; le rapport = est la torsion moyenne de l’arc MM’= As, 


et la torsion au point M est la limite de ce rapport quand M’ tend 
vers M. 

Pour évaluer cette limite, nous désignerons par «", 8", y" les 
cosinus directeurs de l'une des deux directions sur la normale au 
plan osculateur. Le calcul a faire est identique 4 celui qui nous a 


donné, pour le rayon de courbure, la formule 


I da?+ d8?-+- dy? 


Désignons par ¥ la limite cherchée; on appellera T le rayon de 


torsion au point M. Il vient 


1 dat? dQ"? + dy" 
: , Thy ds? ; 
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Si lon veut avoir T en fonction des coordonnées du point M, il 
vaut mieux partir des deux normales au plan osculateur 


Ais y z 


A Bae oes 


vs Ss 


wv 
ASA, BSAR © Gams 


Soit ¢ langle infiniment petit de ces deux droites; on a 
8 p ) 


(A AB — BAA)?+-(BAG—GAB)2+ (CAA — AAC)? 
(A?+ B2-+ C?)((A + AA}?-+ (B+ AB)?+ (CG + AQ)?] 


sin? = 


el, par suite, 


1 _(AdB—BdA)'+(BdC — CaB)?+ (CdA—AdC} 


T? ds? (A2+ B2+- C2)? 


Or A, B, C vérifient les deux équations 


Adz +Bdy +Cdzs =o, 


A@a+Bdy+Cd?z=0. 


On peut substituer a la seconde de ces deux équations la sui- 
vante 
dA dx + dB dy + didz= 0; 
on en conclut 
_ da | dy ds 
Bala Cdk) Cai Acro a eee 


Soit = la valeur commune de ces rapports; nous aurons 


o7|— 


o 
1 ie) 


vo T* Ai epi 


Pour calculer 6, prenons, par exemple, l’égalité 
6dz= A dB— Bada. 


En remplacant A et B par dy d?s — ds d*y et dz d?x — dx d?3, 
on ade suite 
dx dy dz 


6=| da dy dz 
ay By dz . 
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. . 1 ’ 
Nous ayons donc l’expression de la torsion iY donnée par la for- 
mule (1). 
Dans une courbe plane, la torsion est nulle en chaque point, et 
: £7 : x ; Kerb 
inversement, si 7 = 0, il faudrva que Go, c’est-a-dire que la 


courbe sera plane. 


II. — Formules de Frenet. — Quelques applications. 


5. Nous avons trouvé précédemment les formules 


' Q yr is nat 
da a d3 9 8 dy 


gee ds ~ R* as 
A ce systéme de formules, nous allons en adjoindre deux autres 
qui sont fondamentaux dans la théorie des courbes gauches. 
Des formules précédentes, il résulte que 
Gk. Ge. -- By 


Ss el ed 


Or considérons la courbe gauche [ a laquelle restent tangentes 
Jes droites polaires, c’est-a-dire l’aréte de rebroussement de la dé- 
veloppable enveloppe des plans normaux. Le plan osculateur a la 
courbe T est le plan normal de la courbe initiale; on peut donc 
prendre comme cosinus directeurs de la normale au plan oscu- 
Jateur de T les cosinus , 8, y; d’ailleurs, la droite polaire étant la 
tangente de I’, en appliquant a cette courbe les relations (2), nous 
avons 


Or, en se reportant a la formule 


1 dz"? + d8"2 + dy” 
=D 


T? ds? 


A ds : 
on voit que la valeur commune de ces rapports est == —+ Mais T 
q dg T 


est une longueur qui n’a été définie jusqu’ici que par son carreé ; 


. donnons-lui un signe tel que l’on doive prendre le signe p/us dans 
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l'expression précédente. On pourra alors écrire 


uv 


da” a S 
7 ame ed Fi ieee 


Quand on aura sur Ja normale au plan osculateur, souvent appelée 
la binormale, choisi une direction déterminée, le signe de T s’en- 
suivra. Ainsi, tandis que le rayon de courbure R dans nos for- 
mules est une quantité essentiellement positive, le rayon de tor- 
sion T a un signe variable : ce signe varie avec la direction que 
l’on veut considérer sur la binormale. Pour bien fixer les idées, il 
est simple de convenir que l’on prend, sur Ja binormale, Ja direc- 
tion MB, telle que le tiédre (MTNB), MT désignant la tangente 
et MN la normale principale (sur ces deux droites, nous avons des 
directions parfaitement déterminées), soit de méme sens de rota- 
tion que le triédre des coordonnées, ce qui revient 4 dire que 


(2 4 
he Baty 
Ui ' apt cS 
be SIN tal Aare 
a fu apt 
ar 


6. Au second systéme de formules, que nous yenons de trouver, 
adjoignons-en un troisiéme. Je partiral, a cet effet, de la relation 


a’ da'+- B'dB'+ y' dy'= 0, 


que l'on peut écrire 


a a da' 
B B" dp’ |=0; 
BG y dy’ 


on aura donc 
da' = ha + pa", 


dp’ = 28 + ust, 
dy! = dy + py". 


2 et » ont des valeurs trés simples, qui se calculent de suite : 
différentions, en effet, Pidentité 


aa!+ BB+ yy =o, 
ona 


a da'+- 8 dB'+ y dy'=— at 
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el, par suite, 


En partant de Videntité 


a’ of ets 8’ 8” +- YY" =o, 
on trouve de méme 
ds 


p= — aes 


et nous avons, par suite, les formules 


dz o go” d§' ite B Q” dy' a Y 7" 


ma Rk T’ ai. sarge La. are 2B), | T. 
auxquelles nous voulions parvenir. 


En résumé, nous ayons le systéme des neuf formules, dues a 
Frenet, et qui sont fort importantes dans la théorie des courbes 
’ I 
gauches. Elles permettent d’exprimer les différentielles des neuf 
cosinus en fonction des cosinus eux-mémes, de la courbure et de 
la torsion. J’écris de nouveau la premiere formule de chaque 
| 


groupe 
da a da a at” dx a 


at Pele 
les autres s’en déduisant en remplacant les « respectivement par 


les 6 et les y. 


7. Faisons de ces formules quelques applications. Cherchons 
d’abord une expression du rayon de la sphére osculatrice au point 
M. Il faut, pour avoir les coordonnées du centre X, Y, Z du centre 
de la sphére osculatrice, adjoindre X l'équation 


(X—a#)2+(Y—y)8+(Z—2)y=0 


les résultats obtenus en la différentiant deux fois. Une premiére 
différentiation donne, en faisant usage des formules de Frenet, 


(X—a@)a'+(Y¥—y)p'+(Z—z)y'=R 


et, en différentiant une seconde fois, 


(X—ax)a + (¥—y)e"+ (Z—4)y'=—TF 
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Nous aurons de suite le rayon ¢ de la sphére osculatrice, en 
faisant la somme des carrés de ces trois équations, 
: : dR \? 
pt = (Xa) (Y¥—y)t+ (Z— 2)! = REF T?/ y 


ds 


Arrétons-nous un moment sur un cas particulier intéressant. 
Supposons que la courbe proposée ait son rayon de courbure R 


constant. On a, dans ce cas, 
P= R. 


Le centre de la sphére osculatrice est alors au centre de cour- 
bure O de la courbe. Le lieu de ce point est une courbe T tan- 
eente en chaque point a la droite polaire. Le plan osculateur en O 
i T sera le plan normal a la courbe proposée en M ; d’autre part, 
le plan normal en O aT sera le plan osculateur a C en M. Il en 
résulte que la droite polaire correspondant au point O de la 
courbe [ sera la tangente en M a C. Il y a donc réciprocité entre 
les courbes C et [: elles ont méme rayon de courbure aux points 
correspondants, et la tangente de l'une est la droite polaire de 
lautre. 


8. Comme seconde application, demandons-nous, ayee M. Ber- 
trand, si les normales principales d’une courbe C peuvent étre 
les normales principales d’une autre courbe. Soit M un point 
quelconque de C et MN la normale principale en ce point. Soit M, 
un point situé sur MN: le lieu des points M, forme une courbe C,. 
Peut-on choisir. MM, = a, de telle sorte que MN soit la normale 
principale de la courbe C,? Les coordonnées (2,, 74, 5,) de M, 
sont 


' 


mMEee4 aks iS yA aes a= 3+ ay: 
a sera nécessairement constant, car on devra avoir 


a’ dx, 4- B' dy, + y' dz; =0, 
qui conduit a 
aa =O. 
Nous aurons 


dzx,=dzx+ads'= [2(:- f) = 7 ds. 


En désignant done par 4,, 6,, y; les cosinus directeurs de la 
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 tangente en M, A la courbe C,, on doit avoir 


, 


aprés hypothése faite, dx,, d3,, dy,, qui sont proportionnels 


cosinus directeurs de la normale principale de C,, doivent 
proportionnels a 2’, 8’, y’, c’est-a-dire que 
da,=pa', dBy=pB', dy = py’. 


_ Enremplagant «,, 6,, y, par leurs valeurs, il vient 
2 


x! a a a’ I I ; 
li (= z) — 7 7] —224(z) ee d(x) t pe == 0 
autres €quations analogues, ot les « sont remplacés par 
et les y. Nous avons done trois équations de la forme 


La+ Ma +Na”=0, 
L8+ M8'+ N6’=o0, 
Ly+My'+Ny"=0, 


ce qui entraine nécessairement L.—M-—N-=o; par suite, en 
aissant de cdté I'équation contenant p, 
= 


Bie 5x 2th a(t) 


a ee 


A 
Qin ¥ 


— 


— 
® 

: ri 
: > 


ye 
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el, en intégrant, 


a I 
(4) loz (1 ) + log x +logC =o, 


\ 


( étant une constante. On a enfin 


° e ener I I ’ n . 
lly a par suite une relation linéaire entre Rel ¢ est-a-dire 


entre la courbure et la torsion. Réciproquement, si cette relation 
est vérifiée, en portant sur chaque normale principale une lon- 
gueur @, on aura une courbe ayant mémes normales principales 
que la proposée. On peut, en effet, trouver alors des valeurs de i 
et de p. satisfaisant aux trois équations 
Lo; Me==Fo;, IN = "0, 

el, par conséquent, da,, d8,, dy, sont proportionnels a a’, (', y’, 
ce qui montre que les deux courbes ont mémes normales princi- 
pales. 


La valeur de i est complétement déterminée par la condition 
a+ bit yiss. 
Les équations (3) donnent alors 
I Aly 


: G\? ate /Cla- aa 
VC—R) on 


Cherchons langle V des deux tangentes aux courbes C et C, ; 
son cosinus sera donné par la formule 


a G 
cosV = aa; + BBi+ yy1 =A or?) a 
R /G2+ a2 
Langle V est done constant. On peut encore dire que les 
plans osculateurs aux deux courbes aux points correspondants 
font un angle constant. 


Dans le calcul général qui précéde, on a supposé que l’on n’avail 


. a <E 
constamment ni a= R, ni ~ =o: Le second cas donnant une 
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courbe plane est sans intérét; il n’en est pas de méme du premier. 
Les courbes, dont le rayon de courbure est constant, satisfont a la 
question proposée : c’est ce que montre le caleul précédent, puisque 
les trois équations en ) et » se réduisent a deux. Nous avons con- 


sidéré ces courbes (§ 7); elles rentrent dans le cas général pour 


? T , ‘ T 
C=o0: Tangle V est alors égal 4 -- 
D D 9 


III. — Développées des courbes gauches. — Hélices. 
Courbes sphériques. 


9. Pour étendre aux courbes gauches la théorie des développées, 
proposons-nous de chercher si l'on peut grouper les normales 
d’une courbe gauche de maniére qu’elles soient tangentes a une 
méme courbe. 

Soit M un point quelconque d’une courbe C; nous désignons 
par MN la normale principale, et par MN’ une normale engendrant 
une surface développable. Soit I le point ot cette derniére droite 
touche son enyeloppe. Désignons par a et b les coordonnées da 
point I dans le plan normal, rapportées 4 la normale principale et 
4 la binormale. Les coordonnées de M étant x, y, z et celles de | 
4; SE B15 on aura 

ma=a+ad+b2', 
nm=y +ap'+ 58’, 


a= 3+ay'+ by". 


Ecrivons que dx,, dy,, dz, sont proportionnels aux différences 
£y— @, ¥)—, 4) — 5: On exprimera ainsi que la courbe lieu du 
point I est tangente a MI. Il vient 


ads-+a!da-+a' db a(— ) ds + ba F = (aa'+ ba") 


T 


ou, en ordonnant, 


a : b ds 2 ads oe, 
ads(1— 5) +4 (da op ah) ta (ao — Se —») =o 


- 


et deux équations analogues en remplacant les « par les 3 et les y. 
De ces trois équations on conclut nécessairement que les coeffi - 
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cients de a, a’, «” sont nuls. On a donc 


a 
ee ae 
b ds 
5 da + ge) —ak=o0 
(5) i ’ 
ab Le 


La premiére équation a — K montre que /e point Lest sttué sur 
la droite polatre. En éliminant ) entre les deux derniéres équa- 


tions, nous avons 


1. 
b da — adb ~ (a?+ b?) a =O 


que Von peut écrive 
adb—bda ds 


ag OF 2 ae 


Soit 


= étant une fonction du paramétre dont dépend la position du 
point M sur la courbe; l’équation précédente donne, en intégrant, 


b6=atang(t+ QC), 
C étant une constante arbitraire. En prenant donc 
x1= a+ Ra'+ Ra" tang(t + C) 


et les deux équations analogues, on obtient une développée de la 
courbe gauche, c’est-a-dire une courbe dont les tangentes sont 
normales ala courbe gauche. ll y a une infinité de développées, 
puisqu’il figure dans la formule une constante arbitraire C. Toutes 
ces développées sont situées sur la surface polaire. 

Il est aisé de voir qu’un are de développée s’exprime, comme 
dans le cas des courbes planes, par la différence de deux lignes 
droites. On a, en effet, 


ds} = da} +- dy? + dz? = )*[(aa'+ ba")?+-...] = \2(a2+ 62). 


ds 


Pour calculer 4, éliminons 7 


entre les deux équations (5); il 
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vient 
ada--bdb =) (a? b?), 
done 
at (ada+ b db) 
ae a? — b2 ; 
ou encore 


dares a da +b db a dare B). 


Mais MI — Vat+ b?. Donc si MI varie dans le méme sens quand 
on passe de 1 a1’ Vare II’ de la développée sera égale a la diffé- 
rence M'l’— MI. C’est le méme théoréme que pour les courbes 
planes. 


10. Les normales principales d’une courbe gauche peuvent-elles 
former une surface développable? Il faudrait pour cela 


== 0% 
, > sf 
c’est-a-dire 
t+ C=0, 
et par suite 
[ m ds 
phon puisque di = = 


i 


La torsion de la courbe étant constamment nulle, la courbe se- 
rait plane. 

Ce résultat peut d’ailleurs s’établir immédiatement sans calcul. 
En effet, si MN était génératrice d’une surface développable, le plan 
tangent en M 4 cette surface serait le plan MNT, MT étant la tan- 
gente. Cette développable serait donc l’enveloppe du plan oscula- 
teur 4 la courbe en M; la caractéristique du plan osculateur se- 
rait alors la normale principale : résultat inadmissible, puisque 
nous ayons vu que cette caractéristique est la tangente MT. 

Une courbe plane a, comme toute courbe, une infinité de déve- 
loppées. Pour une courbe plane, + se réduisant a une constante, 
Vangle, formé par la normale principale MN et la normale MN’ en- 
gendrant une développable, sera constant. Les développées d’une 
courbe plane seront donc des courbes dont les tangentes font un 
angle constant avec le plan de la courbe, ou encore seront des 
courbes dont les tangentes font un angle constant avec une direc- 
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tion fixe. On donne le nom d’hélices aux courbes jouissant de 
cette propriété : nous allons les étudier avec quelques détails. 


11. Prenons donc une courbe.C dont la tangente fasse, avec une 
direction fixe que nous prendrons comme axe des 3, un angle 
constant, dont y représentera le cosinus. Ona 


dz 

as 
done 

ers 


en supposant, comme il est possible, que s = 0 pour s = 0. 
En exprimant les coordonnées x, y, 2 en fonction de Vare s, 


nous aurons 


x= f(s), 
Y= (5); 
S=Y5, 


et puisque 
dx? +- dy? dz? = ds?, 


on aura 
f'2(s) + 92(s) =1—y?. 
Considérons le cylindre paralléle a O z et passant par la courbe C. 


Soit C, sa section droite : l’arc s, de cette section droite sera 
donné par la formule 


ds? = dx? +- dy*= [f'2(s) + 9'2(s)] ds? = (1 — y2) ds? : 


donc, en comptant s, a partir du point ou V’hélice rencontre le 


plan des zy, 


$,= $1— y?. 


. 


Les cosinus directeurs de la normale principale a une courbe 
sont proportionnels a 
aa dry d*z 


> a eee J SS aS 
ds? ds? ds? 


2 Che 
Or jc. =o mncl 2 alle 
C175 =0: la normale principale sera paralléle au plan 


des xy, et par suite normale au cylindre projetant la courbe 
sur ce plan. 


Soit M un point de C et M, sa projection sur C,. Calculons le 
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rayon de courbure R de C en M, et celui R, de C, en M,, 
I d2x\? dry\2 
rR = (9a) + (3%) ; 
1 dtx\2 /d2y\2 
ay = (at) + (at) 


Puisque s;—=s\V1—y?, ona 


done 
I 
1 ee 


Ry 


R= . 
I— 2 


Les deux rayons de courbure sont dans un rapport constant. 
En particulier, si ’hélice est circulaire, c’est-a-dire si la section 
droite C, est un cercle, son rayon de courbure sera constant. ; 
| 

_ 42. Considérons la binormale en un point quelconque M de 
Vhélice : elle est située dans le plan tangent au cylindre en M, et, 
dans ce plan, elle est perpendiculaire a la tangente MT. 

Elle fait done un angle constant avec l’axe des z, et le cosinus 


de cet angle est 1 — y?. Or une des formules de Frenet s’écrit 


as! : ' ” 
dy pa | 


Le peer entre le rayon de courbure et le rayon de tor- 
est constant dans une hélice. 


& oars a montré que, réciproquement, toute courbe, pour 
ne Boke oe est une hélice. Les formules de Frenet vont 


- <a : * 
7 


oo 
2 


oO 
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nous conduire de suite a ce théoréme. Des relations 


on tire 


k désignant, par hypothése, une constante. 


Done 
of 8 


6g” = kB ere Ge 
7" a ky we Rie 


C, C’ et C” étant trois constantes. Celles-ci ne peuvent étre nulles 
a la fois, car, des équations précédentes, on conclut 


Ca’ + CBT 4 G"y" ein. 


Multiplions les trois équations par da, d®, dy et ajoutons : il 


vient 
C da=G' dé a Ge dy = 105 


et enfin 


Ga-+ C’B + C"y = const. 


Ceci montre que la tangente 4 la courbe fait un angle constant 
avec la direction qui a pour cosinus directeurs 


C Ci C 
= b] en eee 
(@+ C8. C? C08 Gt Ver Caos 


La courbe est done une hélice ('). 


13. Nous terminerons ce Chapitre, en considérant les courbes 
tracées sur une sphére. On peut introduire dans l’étude de ces 
courbes une notion importante, susceptible d’ailleurs d’étre étendue 


(*) La fin du raisonnement précédent suppose essentiellement que la courbe 
soit réelle. C’est seulement dans ce cas qu’on peut ¢tre assuré que la somme 


Crop Gage Gt 


est différente de sero. Considérons, par exemple, les courbes dont le rayon de 
courbure et dont le rayon de torsion soient constants. Si C?-+- C’+- C%~ 0, la 


- COURBURE ET TORSION DES COURBES GAUCHES. 377 


a une surface quelconque. Prenons, sur la courbe sphérique C, 
deux points M et M’ et menons les ares de grand cercle tangents 
4 la courbe en ces points. Soit ¢ langle de ces deux ares de grand 
cercle, angle voisin de zéro si M’ est voisin de M. On donne le 
« nom de courbure géodésique a \a limite du rapport 


& f 
ze (As = arcMM’), 


quand M' tend yers M. Si nous posons 


~ =lim— 

Gr, As’ 

G sera dit le rayon de courbure géodésique de la courbe au 

“point M. 

"i rf 

- As 
Tangle des normales au plan des deux grands cercles. 

Si done a,, 61, y, désignent les cosinus directeurs de la nor- 

male au plan du grand cercle tangent en M a la courbe C, on 

7 


Nous allons done ecaleculer lim —, et il est clair que ¢ représente 


-courbe sera une hélice circulaire. Mais placons-nous maintenant dans l’hypo- 
_ thése C*-+ C?-+ C= 0. Liégalité 
; (a"—ka)y+ (B"— kB) + (y"—ky)*= 0 

I1+h=0. 
Ona done k=-4i, (i = /—1); soit, par exemple, k =i. Tl faudra que z =i. 
“Dans la formule 
ct TO 

as ee hs 

acons a” par sa valeur 72+ C et a par R &, il vient 


tex ste 6 


nd PS 


a done un polynéme du second degré en s, et 2 sera par conséquent un 
e du troisiéme degré en s. Il en est de méme pour y et 2, et l’on ob- 
ainsi une cubique gauche imaginaire, pour laquelle le rayon de cour- 
1 re et le rayon de torsion sont constants, leur rapport étant égal a i. L’exis- 
wce de cette cubique gauche imaginaire, ayant courbure et torsion constantes, 
fé signalée par M. Lyon dans sa thése Sur les courbes a torsion constante, 
> : Y altnantc ae bt b's 
> ., ie ; ° 


bar 
a 
; - « 
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aura, en raisonnant comme dans le calcul du rayon de courbure, 


t _ (da, )?+ (dB, )? + (ays)? 


G? ds? 
Or on a évidemment 
_ ry — 8s _ 43—Y@ oy pitas 
O.— eam? i= ae wee: if a 
a a a 


en se rappelant que 273-47 eat 
Il vient alors 


t  (ydy—2d$)*+ (2da—ady)?+ (x dB —y da)? 
G: a> ds* 


9 


(22+ y?+- 2*)(dat+ dB?+ dy?) —(x7da+ y dB +2dy) 
: a ds? } 


ou 
tee, ou (a'a + Bly + y'z)? 
G2 R2 a? R? ( 


R étant le rayon de courbure de C en M. Ceci posé, considérons 
la droite polaire D (fig. 18), correspondant au point M : elle 


Fig. 18. 


passe évidemment par le centre de la sphére; soit, d’autre part, 
MN la normale principale rencontrant la droite polaire en I, point 
qui est le centre de courbure. Appelons enfin V langle DOM, 
on aura 
a a+ Bly + y'2 
a 


= sin V 


el, par suite, 
I I 


G2 a tang? V" 
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ds 
C’est la formule que nous voulions obtenir pour la courbure 
géodésique. On peut aussi en conclure 


aR 


Jat—Ri 


formule simple reliant le rayon de courbure géodésique au rayon 
de courbure de la courbe. 


Ge atang = 


44. Cherchons, comme application, les courbes de la sphére 
dont le rayon de courbure géodésique est constant. D’aprés la 
_ formule précédente, ceci revient 4 chercher les courbes de la 
_ sphére ayant une courbure constante. Or nous avons vu que le 
earré du rayon de la sphére osculatrice était donné en général 
par l’expression 


La sphére osculatrice d’une courbe tracée sur une sphére étant 
manifestement cette sphére elle-méme, on aura, pour toute courbe 
de notre sphére, 


dR? 
2— 2 2 . 
a R?-+ T (SZ) 


= 


Supposons que la courbe ne soit pas plane, alors T ne sera 


ae 3 ee OK 
pas constamment infini et aS étant nul, on aura 
ae ie 


Or MI= R: il faudra donc que toutes les normales principales 
. e la courbe passent par le centre. Ces normales formant une sur- 
ce développable, la courbe devra étre plane, résultat contradic- 
ire avec l’hypothése faite. Par suite, les courbes cherchées sont 
courbes planes : ce sont nécessairement des cercles de la 


* 
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CHAPITRE XIV. 


DES COURBES TRACEES SUR UNE SURFACE. 


I. — De la courbure des courbes tracées sur une surface. 
Théoréme d’Euler et de Meusnier. 


1. Nous allons étudier la courbure des lignes tracées sur une 
surface quelconque. Soit 
Jaa Ahi Ay, 


l’équation de cette surface. Pour toutes les valeurs de x et y que 
nous considérons, il sera supposé que la fonction a des dérivées 
partielles du premier et du second ordre déterminées et continues. 
Nous avons déja posé 


Oz dz 02 z 02% ; 023 
7 2 Ms ‘/io— $= —s ree 
P~ Ox q oy’ Ox?’ Ox Oy oy? 
Menons la normale au point M(z, y,) de la surface, Nous dé- 
finirons sur cette droite géométrique une direction déterminée My, 
en considérant la direction qui fait avec ’axe Oz un angle aigu; 


les cosinus des angles de cette direction avec les axes seront 


=— FG fal | 


SS aaa ——ae 9 Se, | 
Vi-+ p?+ g? VI+ p?+ q? Vi-+ p?+ q? 


le radical étant pris positivement. 


Ceci posé, considérons une courbe C sur la surface. En dési- 
gnant toujours par #, 8, y les cosinus directeurs de la tangente a 
cette courbe, ona 

pi+gqb—y=09, 
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dou, en différentiant, pour un déplacement sur la courbe, 
pdz+-qdgB—dy+adp+ 8 dq =o, 
relation qui, en se servant des premiéres formules de Frenet et 


remplacant dp et dg par rdx +s dy et sdx +- tdy, devient 


' far wae 
| Le oa qP eae | Q2 


+rar+ 2se8+¢82=0. 


Or, si § désigne langle que fait la normale principale MN a la 
courbe avec la direction My de la normale a la surface, on aura 
T= pe>¢P 
Vi p+ q* 


cos 6 = 


et nous avons alors la formule fondamentale 


cosh rat@t-asaB + 2B? 


R Vi-+ p?+ q? 


9. La relation précédente donne tout ce qui est relatif a la cour- 


bure des lignes tracées sur une surface. Nous pouvons en déduire 
immédiatement le théoréme de Meusnier qui raméne la recherche 
de la courbure des courbes quelconques passant en un point d’une 
surface a celle des sections normales passant par ce point. 

Soient, en effet, deux courbes tracées sur la surface, MC et MC’ 
ayant méme tangente en M; nous aurons 


cos§ cos 6’ 
SE a phe Bais 
R’ et ayant les mémes significations pour la seconde courbe que 
Ret § pour la premiére. z 
Supposons, de plus, que les deux courbes aient méme plan os- 
culateur : leurs normales principales coincideront, et l’on aura 


Bolt 0 ==— Ot soit 0= 0'+ 7; 


mais ce second cas est impossible, car R et R’ sont positifs. On a 
done 4= 4 et, par suite R= R’. 

Ainsi, une courbe quelconque a en M méme rayon de courbure 
que la section plane déterminée dans la surface par son plan oscu- 
lateur. 
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Il suffira donc de considérer les sections planes passant par M. 
Comparons d’abord les sections planes ayant méme tangente MT. 
En particulier, soit une section plane passant par MT et par la 
normale My, section que nous appellerons section normale. Pour 


cette section, on ne peut avoir que 


’=—0 ou 6! ex 


On aura 4’ o0 si le centre de courbure de la section normale 
est sur My, et §/—~7 s’il est sur le prolongement de My. Or on 
peut toujours supposer qu’on se trouve dans le premier cas en 
choisissant convenablement la direction positive de axe Oz. On 


a alors 
cos 1 


rao 


Cette formule exprime le théoréme de Meusnier. Elle montre 
que le centre de courbure O de la section oblique est la projec- 
tion sur le plan de cette section du centre de courbure O' de la 


section normale ayant méme tangente. 


3. Nous sommes donc enfin ramené a l’étude de la variation du 
rayon de courbure d’une section normale dont le plan tourne au- 
tour de My: cette étude a été faite par Euler. 

Reprenons la formule fondamentale du § 1. Puisqu’il s’agit 
d’une section normale, il faut y faire § = o ou § = 7. Pour n’avoir 
qu’un cas a considérer, nous allons faire une convention relative 
i R; jusqu’ici R a toujours désigné une quantité essentiellement 
positive. Dans la suite, R va étre susceptible d’un signe : pour 
une section normale, R sera positif, quand l’angle § correspondant 
a cette section sera nul; il sera négatif quand l’angle § sera égal 
az. En d’autres termes, R sera positif si la direction allant de M 
au centre de courbure de la section coincide avec My; il sera né- 
gatif si cette direction coincide avec le prolongement de My. Avec 
cette convention, on aura la valeur de R en faisant, dans tous les 
cas, = 0 dans la forme fondamentale. Celle-ci nous donne donc, 
pour les sections normales, 


I roat+osa8 + ¢82 


Rie Vi-+ p+ q@? 
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Pour étudier la variation de i? prenons comme origine le 
1 
oint M, la direction My comme axe des z; le plan tangent en M 
poin ’ ) P g 
sera alors le plan zy. Ona p=q =o, et la formule devient 


I 
= = rat+ asab + 762, 

R. B+ 28 

Or soit w langle de la tangente MT avec l’axe Ma; il vient . 
I a : 

RS r cos?w + 25 cOSw sinw +- ¢sin?w. 


5 . . 
On a done seulement a discuter une forme quadratique en cosw 
et sinw. 


4 By ae | . * 
Les maxima et minima de R ont lieu pour les valeurs de w qui 


annulent sa dérivée, c’est-a-dire, comme le donne un calcul facile, 
pour les racines de l’équation 


wy) tang2w = 
8 r—t 


. 


Cette équation donne pour w deux directions rectangulaires. Si 
Von prend pour axes des & et des y ces deux directions, la valeur 
des correspondant a ces nouveaux actes devra étre nulle, puisque 


7 se . . Tt 
Péquation admettra les racines w = 0, 5° et Von aura 
ry . 


> , I 4 : 
hd R = M1 costw +t sintw. 


En désignant par R, le rayon de courbure correspondant a la 


. : TT 
tion w = 0 et par R, le rayon de courbure de la section w = = 
> 
“, I T ° 
ona p= et de méme R=" Nous avons done la relation due 
1 2 
1 Euler 
; 1 cos?w — sin? 


RR Ry 

»s deux sections normales, que nous venons de signaler, sont 
les sections normales principales. Ce sont les sections cor- 
nt aux maximum et minimum des rayons de courbure. 


Ry sont les rayons de courbure principaux de la surface 


hab 


~ 
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4. Au point de yue de la forme de la surface dans le voisinage 
de M, deux cas sont a distinguer. Soit d’abord R, et Ry de méme 
signe; Ra un signe invariable. La surface est alors, dans le voisi- 
nage de M, d’un méme cété de son plan tangent; les centres de 
courbure des sections normales sont compris entre les deux cen- 
tres de courbure O, et Oy des sections principales. 

Il en est tout autrement si R, et R, sont de signes contraires : 
R aun signe yariable. Les deux valeurs de w, correspondant a 


ke te 
tango == V7 — R, ’ 


I : « 
donnent R= et les deux sections normales, correspondant a ces 


tangentes, ont en M une inflexion. La surface n’est pas tout entiére 
d’un méme cété de son plan tangent dans le yoisinage de M : elle 
est dite alors @ courbures opposées au point M. Un hyperboloide 
4 une nappe nous offre, en un quelconque de ses points, exemple 


dune telle surface. 


[ 
i == Is e= 


Un cas intermédiaire est celut oti une des quantités Rr 
2 


I 
R, 
rait nulle : on aurait, par exemple, 

I sin? - 
Rp 
R serait de signe invariable, s’annulant seulement pour w =o. 
Signalons encore le cas particulier ot. Ry = R, : on aura 


Toutes les sections normales ont alors méme courbure; le point est 
dit un ombzlic de la surface. En un tel point, les sections prin- 
cipales sont indéterminées. 

Si, sans particulariser les axes des x et des v, nous revenons a 
la formule 


I 
ew ra2—-95a48 + ¢B2, 

les deux grandes distinctions que nous avons faites correspondent 
a s?—rt<oetas*—rt>o. Dans cette derniére hypothése, les 
directions de tangentes, pour lesquelles la section normale corres- 
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pondante a une inflexion, sont données par |’équation 


r+ osary + ty? = 0. 

I 
R 
appelées les tangentes principales de la surface en M. II ne faut 
pas confondre, comme on voit, les tangentes principales avec les 
tangentes des sections normales principales. 


Les tangentes des sections normales pour lesquelles = = 0 sont 


Les tangentes principales peuvent étre définies d'une autre 
maniére. Considérons, en effet, le développement de = suivant les 
puissances de x et y, d’aprés la formule de Taylor; on aura 

= — I ( wd 1 ¢ , t 2\ 1 

s = aaa rus 2°2ULY ly Dee net Por, 
les termes non écrits étant de degrés supérieurs 4 deux. Coupons 
la surface par le plan s = 0, l’équation de la section sera 


C= re osey ty. .., 


ce qui montre qu’elle a en M un point double, et les tangentes en 
ce point double sont les tangentes principales. Ainsi les tangentes 
principales a une surface en un point M sont les tangentes, en ce 
point, de la section plane déterminée dans la surface par le plan 
tangent en M. 

Prenons, par exemple, un point d’un hyperboloide a une nappe; 
les deux tangentes principales en ce pout sont les deux généra- 
trices rectilignes qui y passent. 


5. Reyenons a la formule générale 


/{+ p?+ g2 
Ma ea 4 d= pat 2sa3 + ¢8?, 


les axes de coordonnées étant quelconques, mais, bien entendu, 


P ; : . ae 
rectangulaires. Cherchons l’équation du second degré en z déter- 


8 


minant les traces des sections principales sur le plan tangent. Nous 


° st ie T 
sayons qu’elles correspondent au maximum et au minimum de = 


R 
“ot bien ae Vero. 


P.— I. 25 
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Nous devons égaler 4 zéro la différentielle de cette expression, 
ce qui donne 


(1) rada+s(a#dB+8da)+ 18 dB =o. 
Or x et 8 sont liées par la relation 
a2+ 82+ (pa+gB)?=—1 (puisque y = pa+q8); 
en différentiant cette derniére relation, il vient 
(2) ada+d3+(pz+q§)(pdz+qd$)=o0. 
On aura donc, en éliminant dz et d8 entre (1) et (2), 
22[s(1+p?) — pgr|+28[ti1+p?)—r(1+q?)]—B2[s(1+9?) — pqs] =o. 


Telle est l’équation faisant connaitre les deux tangentes aux sec- 
tions normales principales en un point (2, y, 3) de la surface. 

Cherchons, en particulier, les équations qui caractériseront un 
ombilic. En un tel point, les sections normales principales sont 
indéterminées; l’équation précédente doit étre identiquement 
vérifiée, ce qui entraine 

Ve s t 
1+ p? ~ pq "x 1+ q? 


I} y a done deux conditions pour exprimer qu’un point est un 


ombilie. 


6. Cherchons maintenant |’équation du second degré donnant 
les deux rayons de courbure principaux. L’élimination dz et dB 
entre les équations (1) et (2) nous a conduit a léquation 


a(t-+p?)+pgB _ Bli+g?)+pga 


ra+s8 sa ¢B 


que jai donnée plus haut sous forme entiére; on peat encore 
écrire, comme valeur commune de ces rapports, eu multipliant 
les deux termes du premier rapport par a et les deux termes du 
second par §, 
a2(1-+ p?) + 2pq a8 + B2(1 +g?) 
7. rea gsds a eT 


5) . 
c’esl-a-dire —_——-——.. 
ra2+- 9543 + 12 


ou —————-.- 
Vi a eae 
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ve 
~~] 


Posant done 


iP 
a R 
nous aurons 
ra-+sB sa+tB 
a(i+p?)+pqB 6(1+q?)+pqa 


oy ee 
Dp == 
f 


x 


L’élimination de g entre ces deux équations conduit a Véqua- 


tion cherchée 
o2(1+ p?+ g?)— p[r(i+ gq?) + (1+ p?) — zpqs|+rt—s?=0, 


qui donne, en remplagant ¢ par aes les deux rayons 
X 
de courbure principaux au point considéré. 

Cette équation en 9 aura toujours ses racines réelles; si elles 
sont de méme signe, la surface est convexe dans le voisinage du 
point (x, v, 3); elle est a courbures opposées, dans le cas con- 
traire. Le signe de rt — s? permet donc de décider de la nature de 
la surface dans le voisinage d’un point. 

On peut, avec l’équation précédente, exprimer qu’un point est 
un ombilic : il suffira d’écrire qu’elle a une racine double. U 
semble donc, au premier abord, qu il y ait contradiction avec le 
résultat trouvé plus haut, o& nous avons trouvé deux équations, 
tandis qu’ici une seule équation exprimera que les deux valeurs 
de p sont égales. L’explication est facile : le discriminant de l’é- 
quation en 9, on le vérifiera aisément, est une somme de deux 
carrés, et, comme la surface est supposée réelle, il faut annuler 
chacun des carrés, ce qui donne les équations précédemment 


trouvées. 


II. — Lignes de courbure. — Propriétés et équations générales. 


7. En étudiant les congruences de droites (Chap. XI, § 15), 
nous avons déja défini incidemment les lignes de courbure d’une 
surface. Les normales 4 une surface forment une congruence. 
Soient M un point quelconque de la surface et MN la normale en ce 
point; par MN passent deux surfaces développables ayant pour 
génératrices des normales a la surface. Ces deux surfaces se cou- 
pent a angles droits. Nous en ayons conclu que par chaque point 
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M dune surface passent deux courbes sur la surface, telles que 
les normales aux divers points de ces courbes forment deux sur- 
faces développables : ces deux courbes, qu'on appelle lignes de 
courbure de la surface, sont a angle droit. Pour les trouver, il 
faut intégrer une équation différentielle du premier ordre et du 
second degré. 

Traitons la question directement. Les équations de la normale 


a la surface au point (x, y, 3) sont 
X=—pl+a«a+ pz, 
Y=—gl+y qs. 

Cette droite engendrera une surface développable si 


d(a+ pz) dy G2) 


dp dq 


ou bien 
dx + pdz dy +qdz 
dp dq ; 


et, en remplacant dz par pdx + q dy, 


(1+ p*)dx+pqdy _ pgdx+(i+q?)dy 
rdx+sdy a sdx+tdy 


. ; . , d ? : ay. 
Cette équation du second degré en oA est Péquation différen- 


tielle des projections des lignes de courbure sur le plan des xy. 
Nous en déduisons un théoréme trés important : la relation pré- 
cédente coincide en effet avec l’équation en « et 8 trouyée plus 
haut, relative aux tangentes des sections normales principales. 
On en conclut que les lignes de courbure en chaque point sont 
tangentes aux sections normales principales. 

Voici une seconde propriété fondamentale des lignes de cour- 
bure. Soit C une ligne de courbure de la surface : les normales 
menées a la surface par tous les points de cette ligne, formant une 
surface développable, sont tangentes 4 une courbe gauche. Cher- 
chons le point de contact de l'une d’elles avec son enveloppe; les 
coordonnées de ce point vérifient les équations de la normale en 


Mee 
X=—pl+e+pz, 


Y=—gZl+yr+ qs 
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et les deux équations obtenues par différentiation 


—dpL+dr+pds+sdp=o0, 
—dqZi+dy+qdz+zdq=0. 


Ces quatre équations sont compatibles, d’aprés la définition mé me 
de C, et l’ona 
dr+pdz __dy+qdz 


ang dp i dq 


Or dx et dy sont proporuonnels aux cosinus @ et 8 relatifs a la 
langente d’une des sections principales en M. On a donc 


ge — ZU P+ PgR _ pge+ (i+ q?)B 


ra+s3s sa+tG 
el, par conséquent, d’aprés une combinaison faite plus haut, 


I 
ra? + 2508 + ¢ 6? 


ZL—s= 


Mais R désignant le rayon de courbure principal, correspondant 


R . 
; ON a, par suite, 


itp gz. 


i (a, 8), le second membre est égal a 


R 


Pie et ————e 
Vi+ p?+q? 


ce qui montre que le point de contact considéré est au centre de 
courbure principal ou, sous une autre forme, la normale en tout 
point dune surface touche les deux nappes de la surface fo- 
cale de la congruence des normales aux deux centres de cour- 
bure principaux relatifs a ce point. 


8. L’équation différentielle des lignes de courbure est suscep - 
tible de formes diverses. Des formules intéressantes, équivalentes 
a cette équation différentielle, ont été données par Olinde Ro- 
drigue. Désignons par a, b, ¢ les cosinus directeurs de la normale 
en un point arbitraire d’une surface, et soit R le rayon de cour- 
bure principal correspondant a4 une des sections principales, les 
coordonnées du centre de courbure seront 


zw+Ra, ytRb, z+ Re. 
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Pour un déplacement sur ia ligne de courbure tangente a la sec- 


tion principale, on aura done 


d{a + Ra) d(y+Rb)_ d(a+Re) 


a b c 


ce qui exprime que le centre de courbure décrit une courbe tan- 
gente a la normale de la surface. Ces équations peuvent s’écrire 


dza+Rda_ dy+ R db dz+Rde 


= = - =? 


a b c 


et la valeur commune de ces rapports sera séro, comme on le voit 
en les multipliant respectivement par a, b, c. On a done 


dx + Rda=o0, 
dy +Rdb=o0, 


dz+-Rde¢ =o. 


Telles sont les formules de Rodrigue. Elles reviennent a 
deux, puisqu’en les multipliant respectivement par a, b, ¢€ et 
ajoutant on obtient une identité. Comme elles renferment R, 
elles sont équivalentes 4 l’équation différentielle des lignes de 
courbure. Leur intérét provient de leur symétrie et de ce qu’elles 
font connaitre en méme temps une expression simple de R. 

Si Pon veut en tirer l’équation différentielle, trouvée plus haut, 
des lignes de courbure, il suffit d’éliminer R entre les deux pre- 
miéres, ce qui donne 

dx db — dy da=o0. 
Or 
P 


Ce! ae ee 


V1-+ p?+ gq? Vi+ pe+ qe 


donc, en substituant, 


(dp dy — dq dx) (1+ p?+ q?) +(pdy — qdax)(pdp+qdq)=0. 


L’équation étant écrite sous cette forme, on peut en conclure im- 
médiatement une remarque intéressante. La courbe imaginaire 
donnée par l’équation 

I+ p?+ g2=0 


est une ligne de courbure, puisqu’on a pour elle pdp+qdq =o. 


ie eae 7 


COURBES TRACEES SUR UNE SURFACE. 301 


On peut done toujours trouver sur une surface une ligne de 
courbure, sans aucune intégration : cette ligne de courbure est 
@ailleurs imaginaire. Ce résultat est dd 4 M. Darboux ('), qui y 
est arrivé de la maniére la plus simple en considérant sur la sur- 
- face les points ot le plan tangent est paralléle 4 un plan tangent 
au cOne asymptote de la sphére. Le lieu de ces points forme bien 
la courbe obtenue plus haut. 


9. L’équation des lignes de courbure peut encore se mettre 
sous la forme suivante, trés utile dans les applications. Désignons 
par w, ’, «, non plus les cosinus directeurs de la normale, mais 
seulement des quantités proportionnelles a ces cosinus, et consi- 
dérons une ligne de courbure. 


~ Soient 
X=e-+ul, 


Y=y+ol, 
Z=s+wl 


Tes coordonnées du point ot la normale touche son enveloppe. 


On aura 
d(a+ul)  d(y+ol)_ d(z+wl) 
oe Ree) yes al we 


equations qui reviennent a 
“& dr+ldu _dy+ldyo_ dz+Ildw 
o u e ° + w i 
~ W@oi, en désignant par — /! Ja valeur de ces rapports, 
a: 


dx +Idu +ul' =0, 
dy+ldv *l' =o, 
dzs-+-ldw+-wl' =0, 
et, en éliminant / et /’, 

dr wu du 

dy ° dv|=o. 
Dig dz w dw 


gate gedee sur les rape orthogonales (Annales de I’Ecole 
e, 5). ' 


9 
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C’est, dans toute sa généralité, Péguation différentielle des 
lignes de courbure. Si, par exemple, les coordonnées 2, y, 
d’un point quelconque de la surface sont données en fonction de 
deux paramétres « et 6, on pourra prendre pour u, ¢, les trois 
déterminants fonctionnels 


D(y,z) D(z,x2) D(2,y), 
D(a,8)’ Dia, B)’ D(a, B)’ 


; “iba : ye. 2 d¢ 
et, en substituant, on aura l’équation différentielle en ste des 


lignes de courbure de cette surface. 


10. La recherche des lignes de courbure d’une surface revient, 
d’aprés ce qui précéde, ala détermination de Vintégrale générale 
@une équation différentielle du premier ordre; nous indiquerons 
seulement, pour le moment, deux classes de surfaces dont on ob- 
tient immédiatement les lignes de courbure. 

Sur une surface de réyolution, les lignes de courbure sont les 
paralléles et les méridiens. En effet, les normales a la surface me- 
nées aux différents points d’un meéridien sont situées dans un 
méme plan et forment, par suite, une développable; d’autre part, 
les normales en tous les points d’un paralléle forment un cédne de 
révolution qui est aussi une surface développable. On trouverait 


facilement le méme résultat par le caleul, en prenant l’équation 
de la surface sous la forme 


s=f(#4+y?), 


Paxe des s étant l’axe de la surface. On n’a qu’a substituer, dans 
Péquation du paragraphe précédent, 


won f(y), jemay fl (eye See, 
le déterminant se réduit a l’équation 
(adx+ydy)(xdy —ydzx)=0, 
qui donne les paralléles et les méridiens. 


Considérons, en second lieu, une surface dévelo ppable. Les gé- 
nératrices rectilignes de cette surface constituent un premier sys- 
téme de lignes de courbure, car, le plan tangent étant le méme 


9 


COURBES TRACEES SUR UNE SURFACE. 393 


en tous les points d’une génératrice, les normales a la surface en 
tous les points de celle-ci sont toutes dans un méme plan. Le se- 
cond systéme est formé par les trajectoires orthogonales des géné- 
ratrices, c’est-a-dire par les développantes de l’aréte de rebrousse- 
ment. 

Cherchons les rayons de courbure principaux en un point P 
dune surface développable. L’un de ces rayons est manifeste- 
ment infini, puisqu’une des sections normales principales est une 
ligne droite. Menons la génératrice passant par le point P et soit 
M le point ot elle touche l’aréte de rebroussement. Désignons par 
(24, ¥%1, 41) les coordonnées de P et par a,, b,, c, les cosinus di- 
recteurs de la normale en P 4 la surface; soit enfin R, le second 
rayon de courbure principal cherché. On a, d’aprés les formules 


de Rodrigue, 


les différentielles étant relatives 4 un déplacement sur la seconde 
ligne de courbure. En appelant (2, 7, s) les coordonnées de M et 
adoptant pour l’aréte de rebroussement nos notations habituelles, 
ona 

= a+ lo (4=MP), 


ay= ie 
Or, quand on se déplace sur une trajectoire orthogonale des 


génératrices, dx,= (dz puisque ds + dl =o. 
Par conséquent 


ldz 
Ry a da" i 
. ; 4 dz ah 
Les formules de Frenet donnant dai = A’ NOus avons finale- 
ment 
T 
R,y=— Li 


T et R désignant les rayons de torsion et de courbure en M de 
Varéte de rebroussement. 


394 APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL INFINITESIMAL. 


III. — Théoréme de Joachimstal. — Théoréme de Dupin. 


11. On doit a Joachimstal une proposition élégante relative a 
deux surfaces ayant une ligne de courbure commune. Nous allons 
montrer que, st deux surfaces ont une ligne de courbure com- 
mune, elles se coupent sous le mémeangle en tous les points de 
cette courbe. 

En un point quelconque M de cette courbe commune L, menons 
les normales MN et MN! aux deux surfaces S et S’, et soit My la 
normale principale 4 la courbe L. Si 9 et 9! désignent les angles 


de My avec MN et MN’, on aura (Chap. XIII, § 9) 


(C et C’ étant des constantes), puisque les normales MN et les 
normales MN’ restent tangentes 4 deux développées de la courbe, 
conséquence immédiate de ce que L est une ligne de courbure de 
S et de S’. 


On a done 


l’angle o’ — o de MN et de MN’ est constant. 


‘ 


A ce théoréme on peut joindre une réciproque : Si deux sur- 
faces se coupent sous un angle constant en tous les points d'une 
courbe L et que celle-ci soit une ligne de courbure pour la 
premiere surface, elle sera aussi ligne de courbure pour la 
seconde. En effet, langle NMN’ étant constant, on aura 


mg S "" 
—G=G 


(C” étant une constante); or, puisque, pour la surface S, la ligne L 
est une ligne de courbure, la normale MN restera tangente a une 
développée de cette courbe. Done 


o=t+C, 
et par suite 
oe=t+C+- C=7+C’ 


i ? 


C’ étant une constante, c’est-a-dire que MN’ reste tangente a une 
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courbe gauche. La ligne L est alors_une ligne de courbure pour la 
surface S’. 

L’application de ces théorémes est particuliérement intéressante 
pour les lignes planes et sphériques. 

Toute ligne plane est une ligne de courbure de son plan et 
toute ligne tracée sur une sphere est une ligne de courbure de 
cette sphére. Donec, si un plan ou une sphére coupe une surface 
suiyant une de ses lignes de courbure, l’intersecuion a lieu sous un 
angle constant tout le long de cette ligne. 

Réciproquement, si un plan ou une sphére coupe une surface 
sous un angle constant tout le long d’une ligne, celle-ci sera une 
ligne de courbure pour la surface. 


12. Passons maintenant a un théoréme célébre dia Dupin et qui 
a été l’origine d’une théorie considérable, celle des surfaces ortho- 
gonales. Nous considérons trois familles de surfaces dont les équa- 
tions renferment chacune un paramétre arbitraire 


Ile, 7, 4) =, 
(a Yar Va 


Wie are) 


i, », v étant les trois constantes arbitraires. Par un point quel- 
conque de l’espace passe une surface de chacune de ces familles. 

Supposons que deux surfaces quelconques prises dans ces trois 
familles se coupent a angle droit: on dit que ces surfaces forment 
un systéme triple orthogonal. 

Le théoréme de Dupin s’énonce ainsi : 

Les surfaces d’un systeme triple orthogonal se coupent sui- 


vant leurs lignes de courbure. 


13. La démonstration de ce théoréme va résulter de quelques 
identités que je commence par établir. 

Soient P un point quelconque de l’espace, et PL, PM, PN les 
trois normales aux surfaces précédentes passant en P: PL est 
normal ala surface f= 2, et ainsi des autres (fig. 19). Ces trois 
droites forment, par hypothése, un triédre trirectangle; de plus 
chacune d’elles sera évidemment tangente a l’intersection des deux 
surfaces @uxquelles elle ne correspond pas. Nous désignerons par 


395 APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL INFINITESIMAL. 


(2) Tintersection des surfaces 9 =», 4 =v: la courbe (A) sera 


‘ 


tangente a PL; et pareillement pour les autres. 
Ceci posé, les équations du systéme triple orthogonal permet- 


Fig. 19. 


R\ jm 


. 


tent d’exprimer x, y, z en fonction de i, U,V. Si, dans ces expres- 
sions, on donne a pv. ety les valeurs correspondant au point P, et 
qu’on fasse varier A, le point (a, vy, 3) décrira la courbe ()). L’or- 
thogonalité du systéme sera alors exprimée par les identités 
Ox Ox 
On Ov. 
Ox Ox 
Ow. ov 


| » Ox Om 4 
\ DVO le 


Ox Ox 
OA Ov. 


ot: il faut entendre par la somme 


Ox Ox u dy oy oa 03 03 
dn 02 Oh OB dA On 


Ces trois identités expriment que les tangentes aux courbes (A), 
(2), (v) sont deux a deux rectangulaires. 

in différentiant respectivement par rapport ay, et p les iden- 
lilés (3), nous avons 


Ox Oa re 1 Ox 07% - 
Od O09 0 Od Ov ; 


Ox x és Ox 02x aus 
Ow dv dd oy) Ou. Bht tye? 
Ox Or 0x7 O72 


Ov Oh Op. a On Ov Op =e 


COURBES TRACKEES SUR UNE SURFACE. 397 


nen conclut de suite ed 


— 


A Or 


eax Ox xr een Or 
Ov Oh OU dv. % 


a Ou. 0 a On dh ov 


essaires A la démonstration, que, d’aprés les idenutés (3), les 
ressions 

Der; ei Disa) Dla, ¥) 

Dik, v) D(a; ¥) DQ, ¥)” 


nt proportionnelles a 
; ox oF 03 
Ow. e Ov. Ou. 


4. Ces remarques faites, la démonstration est immédiate. Mon- 
, par exemple, que la courbe ()) est une ligne de courbure 
r la surface 4(z, vy, 3) =v. En appelant w, », w des quantités 
portionnelles aux cosinus directeurs de la normale a cette sur- 
», nous pouvons prendre 


or, d’aprés le § 9, ilnous faut vérifier que 


dx u du | 
dy » de | =9% 
s dz w dw } 


le d étant relatif a la variation de puisqu’il s’agit de la courbe (4). 
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C’est une des idenutés établies plus haut. Le théoréme de 


Dupin est démontré. 


15. Les surfaces homofocales du second degré offrent lapplica- 
tion la plus simple du théoréme précédent. 
Considérons les surfaces homofocales du second degré repré- 


sentées par ’équation 


x? y? Z 


(4) : = (oe Oo 2 Or 


are h beso c+) 


Par un point quelconque de l’espace passent trois de ces sur- 
faces; on vérifie facilement, en effet, que cette équation du troisiéme 
degré en ) admet trois racines réelles séparées par -- a?, — 62, 
—c? et + %, et auxquelles correspondent respectivement un hy- 
perboloide a deux nappes, un hyperboloide 4 une nappe et un el- 
lipsoide. Nous formons done ainsi trois familles de surfaces; elles 
rentrent dans le méme type analytique, mais elles sont géométri- 
quement disunctes et par chaque point de espace passe une sur- 
face de chacune des familles. Ce systéme triple est orthogonal, 
car deux surfaces homofocales quelconques, les surfaces (4) et (5) 
par exemple 


5) a meee 
a a+ pn 62+ p e+ 


se coupent 4a angle droit. En retranchant en effet membre a 
membre les équations (4) et (5), on obtient la relation 


2 


x 2 y 
(a?+2)(a?+ p) (B2+-2)(B2+ gp) (c2+- h)(c?+ 2) 


wa 


= 0), 


qui exprime précisément l’orthogonalité des surfaces en un point 
commun (2, ¥, 3). ; 

Il est facile maintenant de trouver les lignes de courbure de |’el- 
lipsoide 


Ce seront les intersections de cette surface avec hyperboloide 


COURBES TRACEES SUR UNE SURFACE. 399 


a deux nappes 


a are wee 1 (—at?¥<h<—6?), 


et avec Vhyperboloide a une nappe 


ax? y2 z2 ; 
—— + Cr i (—-B<w<—c?). 
ats b2-+ yw ce lal 


Je n’indiquerai pas d'autres systémes triplement orthogonaux. 
Cette théorie a fait Pobjet de travaux considérables. Aprés les 
quadriques, le syst¢me orthogonal le plus simple est formé de 
surfaces du quatri¢éme degré ayant pour ligne double le cercle 
imaginaire de l’infini: il a été découvert par M. Moutard et par 
M. Darboux. On consultera avec grand intérét, sur cette question, 
VPOuvrage de M. Darboux: Sur une classe de surfaces algé- 
briques (Paris, Gauthier-Villars, 1873). 


IV. — Surface enveloppe de sphéres. — Cyclide de Dupin. 


16. Considérons une surface enveloppe d’une sphére dépendant 
d’un paramétre arbitraire, soit 


(w7—a)yt+(y—bP+(s—c)?=R?, 


a, b, cet R étant fonctions d’un parameétre z. La caractéristique 
de cette sphére est évidemment un cercle. La surface peut donc 
étre considérée comme engendrée par une circonférence mobile. 
Ces circonférences forment un syst¢me de lignes de courbure de 
la surface, car les normales a la sphére en tous les points de sa 
caractéristique sont aussi des normales a la surface ; celles-ci for- 
ment, par suite, une surface développable. Nous obtenons donc 
ainsi une surface dont un des systémes de lignes de courbure est 
circulaire. 

Réciproquement, toute surface ayant un systéme de lignes 
de courbures circulaires est l’enveloppe d’une sphére dépen- 
dant d'un paramétre arbitraire. En effet, si C représente un de 
ces cercles, son plan fera, avec la surface, un angle constant, 
daprés le théoréme de Joachimstal ; les normales a la surface en 
tous les points de Ciront done toutes passer par un méme point O. 
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La surface sera l’enveloppe de la sphére ayant O pour centre et 
passant par C: cette sphére dépend, comme le cercle C Jui-méme, 
d’un paramétre arbitraire. 

En général, dans la congruence des normales 4 une surface, 
comme dans toute congruence de droites, il existe une surface 
focale formée de deux nappes. Pour la surface que nous venons 
d’étudier, Pune de ces nappes se réduit & une courbe. Toutes les 
normales a la surface rencontrent, en effet, la courbe lieu du 
centre O de la sphére : cette courbe est done une des nappes de 
la surface focale de la congruence des normales. 

Un cas particulier intéressant est celui ot le rayon R de la 
sphére est constant; la surface est dite une surface canal. Le 
plan de la caractéristique passera alors constamment par le centre 
de Ja sphére correspondante et sera normal a la trajectoire de ce 
centre. La surface possédera la propriété remarquable d’avoir, en 
chaque point un de ses rayons de courbure principaux constant ; 
cette valeur constante sera évidemment égale a R. 

Montrons que, réciproquement, toute surface ayant un de ses 
rayons de courbure principaux constant est une surface canal. En 
effet, considérons une ligne de courbure C correspondant au 
rayon de courbure principal constant; la développée de cette 
courbe, enveloppe des normales a la surface en tous ses points,. 
devra se réduire a un point puisque son are aura une longueur 
nulle. Soit O ce point, la sphére ayant O pour centre et passant 
par C sera tangente a la surface en tous les points de C: Ja sur- 
face est done Penyeloppe d’une sphére de rayon constant dépen- 
dant dun paramétre arbitraire. 


17. Cherchons si une surface peut avoir, en chaque point, ses 
deux rayons de courbure principaux constants. Nous supposerons 
Wabord ces deux rayons différents. D’aprés le raisonnement fait 
plus haut, la surface pourra étre considérée de deux maniéres dif- 
férentes comme une surface canal. La surface focale de la con- 
gruence des normales se composera de deux courbes [ et I’. Soient 
O et O' les centres de courbure correspondant 4 un point M de la 
surface ; les courbes [ et IY seront normales a OO’ et, de plus, 
leurs tangentes en O et O! doivent étre a angle droit, puisque ces 


tangentes sont perpendiculaires aux plans des deux lignes de 


COURBES TRACKES SUR UNE SURFACE. Gor 


; courbure circulaires de la surface passant en M. Or cela est im- 
possible, car, OO! étant constant, les deux lignes T et I’ sont pa- 
ralléles. Il ne peut donc y avoir de surface ayant ses deux rayons 
de courbure principaux constants et différents ('). 

Nous avons maintenant a supposer que les deux rayons de cour- 

__ bure principaux sont égaux. 

Montrons, d’une maniére plus générale, qu’une surface dont 

tous les points sont des ombilics est nécessairement une sphére. 

_ Vemprunte la démonstration de ce théoréme au Cours de Calcul 

_ différentiel de M. Serret. Nous devrons avoir, pour tous les points 
“g la surface cherchée, 


Rees : £r Ss t 


F 6) 


Ns 
_ Or désignons par X, Y, Z les cosinus directeurs de la nor- 
" 


s 
. 
— 


SS — = = 


1+ p? pq 1+ q? 


pees See gy sae Bly ee ee 
Visp+g Vitp+ qe Vit pag 


- . . , . 
_ On a, comme conséquence immédiate des équations (6), 


tet masa Me 
oy ae? dx oy 


Pail en résulte que X ne dépend que de z, et Y dey; done * 


a 


e oe qui sont fonctions, l'une de w, l’autre dey, ne peuvent étre 
— ; : 
identiques que si leur valeur commune est une constante ; dési- 


E 
ions-la pa = On aura donc 


a a 


x, et Yo tant des constantes. Le cosinus Z sera, dés lors, 


Ve (a a LY = 0): 


r le méme théoréme, RERTEAND, Traité de Calcul différentiel, 
“4. : 


£ 
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5 ¥ S x 
Maintenant les valeurs de p et g étant — 77 —®@ la formule 


dzs=pdx+qdy 


devient 
(a — a.) dx+(y—y¥o) dy 


— —= > 
Va —(# —a)?—(¥ — yo)? 


dz = 


et enfin ° 


S— 39 = /@— (4— aX )P—(¥ —Poy? (Zo étant une constante) 


ou 
(@— 2)? + (¥ — Yo)? + (4 — 40)? = @?, 


ce qui est bien l’équation une sphere. 


18. Nous avons étudié les surfaces dont un des systémes de 
lignes de courbure est circulaire. Cherchons maintenant les sur- 
faces dont les deux systémes de lignes de courbure sont circu- 
laires. Ces surfaces remarquables ont été étudiées par Dupin. 

Considérons donc une surface ayant toutes ses lignes de cour- 
bure circulaires. Elle sera d’abord (§ 16) Penveloppe dune pre- 
miére famille de spheres correspondant au premier systéme de 
lignes de courbure circulaires ; mais elle pourra aussi, d’une autre 
maniére, étre regardée comme l’enveloppe d’une seconde famille 
de sphéres correspondant au second systéme de lignes de cour- 
bure. Or une sphére quelconque de la premiére famille est tan- 
gente a une sphére quelconque de la seconde, car, si l’on considére 
deux lignes de courbure de systémes différents se coupant en un 
point M, les deux spheres correspondantes seront évidemment 
tangentes en M. Si done on prend trois sphéres quelconques de 
la premiere famille, les sphéres de la seconde lui étant tangentes, 
nous pouvons dire que la surface, si elle existe, est l’enveloppe 
dune sphere restant tangente a trois spheres données. 

Nous sommes ainsi conduits a étudier la surface enveloppe d'une 
sphére tangente a trois sphéres données. La position de cette 
sphére ne dépend que d’un seul paramétre arbitraire : c’est ce 
qu’on voit de suite en cherchant le lieu de son centre. Soient C, 
C’, C’ les centres de trois sphéres données S, S/, S”, et O le centre 
d’une sphére ¥ tangente a ces trois sphéres. Le point O sera sur 
un hyperboloide de réyolution obtenu en faisant tourner autour de 


bv 
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CC’ une hyperbole convenable ayant C et C’ pour foyers; de 
méme le point O sera un hyperboloide de révolution obtenu en 
faisant tourner, autour de CC’, une hyperbole ayant C et C” pour 
foyers. Ces deux hyperboloides se coupent suivant deux courbes 
planes, conséquence immédiate de ce que, F étant un foyer 
commun des hyperboles méridiennes, les deux surfaces sont tan- 
gentes le long d’une ligne a la sphére de rayon nul ayant pour 
centre IF. Le lieu du centre O, pour une surface irréductible en- 
veloppe d’une sphére restant tangente a trois sphéres données, 
sera donc une conique IT, Remarquons, de plus, que les cénes 
ayant pour sommets respectifs C, C’, C’ et passant par I sont de 
révolution. On sait, en effet, que, quand on fait tourner une co- 
nique autour de son axe, le céne ayant pour sommet un foyer 
situé sur cet axe et pour directrice une section plane quelconque 
de la surface de réyolution ainsi engendrée est de révolution. 

Ces remarques faites, il est nécessaire de rappeler les propriétés 
de la conique focale d’une autre conique. Etant donnée une co- 
nique I, le lieu des sommets des cdnes de révolution passant pap 
cette conique est une seconde conique I” dite focale de la pre- 
miére, et il y a réciprocité entre ces deux coniques. Le céne ayant 
pour sommet un point O de TI et passant par I’ a, pour axe de 
réyolution, la tangente en O a Ja conique I’. Je ne crois pas utile 
@insister sur ces théorémes classiques, dont la démonstration 
n’offre d’ailleurs aucune difficulté. 


19. Revenons maintenant a la cyclide de Dupin. La caractéris- 
tique de } est une circonférence passant par les points de contact 
de = avec les sphéres S, S’, S’, car la caractéristique d’une surface 
mobile restant constamment tangente a une surface fixe passe 
évidemment par le point de contact. Le cone ayant O pour sommet 
et passant par la caractéristique de = sera de révolution ; son axe 
sera la tangente en O a la conique I et, de plus, il contiendra les 
droites OC, OC’ et OC”. Or le céne ayant O pour sommet et 
passant par la focale I’ de la conique I est aussi de révolution; il 
ale méme axe que le précédent et passe aussi par OC, OC’ et OC’, 
puisque, d’aprés ce que nous avons fait remarquer a la fin du § 18, 
les trois points C, C’, C’ appartiennent a la conique I’. Ces deux 
eénes coincident done nécessairement. Une conséquence impor- 
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tante en résulte : toutes les normales de la cyclide rencontrent 
la conique V' focale de T. La seconde nappe de la surface focale 
de la congruence des normales se réduit done aussi a une courbe, 
la courbe I’. A cette seconde courbe I’ rencontrée par toutes les 
normales correspond le second systéme de lignes de courbures, et, 
d’aprés le raisonnement fait plus haut, ce second systéme sera 
nécessairement formé de cercles. Nous avons done démontré que 
la cyclide de Dupin a ses deux systémes de lignes de courbure 
circulaires ('). 


20. On peut, @ priori, considérer une congruence formée de 
droites rencontrant deux coniques I et I’ focales l’une de l’autre, 
Soient O un point quelconque deT, et O! un point quelconque de I’; 
nous allons voir sans peine que les droites OO! restent normales 
a une méme surface. Cherchons en effet les plans focauz corres- 
pondant a la droite OO’ de la congruence. Les deux développables 
appartenant a la congruence et passant par OO! sont évidemment 
le céne de sommet O et de directrice I’, puis le céne de som- 
met O’ et de directrice I’. Les droites considérées appartiendront 
a Ja congruence si ces deux cdnes se coupent orthogonalement 
(Chap. XI, § 14). Or on voit de suite qwil en est ainsi: si, en effet, 
OT désigne la tangente en O a la conique TI’, le second céne aura, 
pour plan tangent, le plan O'OT, et ce plan est évidemment 
normal au premier céne puisqu’il passe par son axe OT. Ainsi, 
les droites OO’ resteront tangentes a une série de surfaces paral- 
léles. Ces surfaces ont manifestement leurs deux systémes de 
lignes de courbure circulaires. 


V. — Généralités sur les lignes asymptotiques. 
Quelques exemples. 


21. On appelle ligne asymptotique une surface une courbe 
de cette surface, dont le plan osculateur est en chaque point tan- 
gent a la surface. Ecrivons la relation différentielle qui exprimera 


(*) M. Mannheim a démontré élégamment que la cyclide de Dupin a ses deux 
systémes de lignes de courbure circulaires, en montrant que cette surface est 
la transformée d’un tore par rayons yecteurs réciproques (Vouvelles Annales de 
Mathématiques, 1860). 


7 


R 
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cette propriété. Soit 


” 


: Z—s=p(X—2)+q(Y¥—y) 


ar Péquation du plan tangent a la surface au point (2, y, 5). Les 


are ‘ 


_ conditions exprimant que ce plan est osculateur 4 une certaine 
__ courbe de la surface, lieu du point (x, y, 3), sont 


re pdx +qdy —dz =o, 


ae px+qdy—@s=0. 


La premiére équation est toujours vérifiée. La seconde est la con- 
M dition cherchée, mais elle se transforme de suite, car, en différen- 
 tiant la premiére et retranchant, il reste 


dp dx + dqdy =o. 


On peut encore écrire, en remplacant dp et dg par rdx +s dy 


et sdx+tdy, 
, rdz?+2sdurdy+tdy?=o. 


te équation homogéne et du second degré en dx et dy donne, 
1 SS deux valeurs /, (x, y) et fo(z, y). On a donc deux équa- 


is du premier ordre 


& = f(x,y), & = f(x,y). 

a Elles montrent qu’en général par chaque point M d’une surface 
passent deux lignes asymptotiques. Nous avons déja appelé l’atten- 
sur les deux directions qui,sont les tangentes des lignes 
nptotiques passant par M : ce sont les tangentes principales. 
w s’en assurer, il suffit de se reporter a la formule (§ 3) 


Vv 2 2 
Ve = ra+asa8+ 282. 
ur les tangentes des lignes asymptotiques, le second membre 
ul et, par suite, on aura i =o, c’est-a-dire que les sections 


rmales.co: espondant a ces tangentes ont un rayon de courbure 
, , 


~ 7h ua 
- een i | Ean. 


>, —— 
c La i 
-y = as ae 
, 1 -_ _ 
“5 ty ee 


; . 
Jt 2 


2 es, 
4. 1 peut encore dire que les tangentes aux lignes asympto- _ 
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tiques sont les tangentes, au point de contact, de la section plane 
déterminée dans la surface par le plan tangent. 

I] n’en est pas des lignes asymptoliques comme des lignes de 
courbure. Par un point réel arbitraire de la surface passent deux li- 
gnes de courbure réel/es; les lignes asymptotiques en un point 
sont seulement réelles quand la surface est en ce point a courbures 
opposées. Ainsi, sur une ellipsoide, les lignes asymptotiques sont 
imaginaires; sur un hyperboloide 4 une nappe, les lignes asym- 
ptotiques sont réelles, et ce sont évidemment les deux systémes de 
génératrices rectilignes. 


22. La propriété des lignes asymptotiques est essentiellement 
projective, c’est-a-dire que, si l’on effectue sur une surface une 
transformation homographique quelconque, les transformées des 
lignes asymptotiques de la surface seront les lignes asymptotiques 
de la tansformée de la surface. C’est la une remarque éyidente, 
car, par une transformation homographique, un plan tangent se 
transforme en un plan tangent, et le plan osculateur d’une courbe 
qui est la limite d’un plan passant par trois points infiniment yoi- 
sins devient le plan osculateur de la courbe transformée. 

En particulier, étant donnée l’équation d’une surface en coor- 
données rectilignes 

ACV) 
l’équauion 
dpdx+ dqdy =o 


sera l’équation différentielle des lignes asymptotiques de la surface, 
quels que soient les axes Ox, Oy, Oz, rectangulaires ou obliques, 
auxquels on rapporte la surface. Deux surfaces ayant la méme 
équauion et rapportées a des axes différents sont, en effet, la trans- 
formée lune de l’autre par une transformation homographique. 


23. Cherchons, sous sa forme la plus générale, l’équation diffé- 


rentielle des lignes asymptotiques. Nous supposerons la surface 
définie par les trois équations 


aa FCO Ne Y = o(u, 9); 2=(u,?). 
Soit 
A(X— 2) + B(Y—y)+C(Z—3)=0 
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’équation du plan tangent au point (2, y,z). Ona 


o J q 


6 A+ — 4 = (t f 
ee) ou am Ou Ou ¥ ov de re 


Pour que le plan soit osculateur a la courbe correspondant a une 
certaine relation entre wet ¢, il faut que 
Adz +Bdy +Cdzs =o, 


A@z+Bdty+Cd?z=0 


La premiére de ces équations est vérifiée en vertu des deux précé- 
dentes. La seconde se réduit a 


Als PF tur ee eee du de + 5 av 


Pour avoir l’équation différentielle cherchée, il n’y a qu’a éli- 
miner A, B, C entre les équations (6) et (7). Ona ainsi 


cd of - : 
mua Seca a cn dude + ~ ds 


of 
ou 


of 
dv 


la deuxiéme et la troisiéme colonne se déduisant = la premiére en 
remplacant f successivement par © et ¥. 


24. Dans les surfaces réglées, un premier systéme de lignes 
asymptoliques s’apercoit immédiatement : ce sont les génératrices 
rectilignes. La section normale correspondant a une génératrice, 
étant cette génératrice, a, en effet, un rayon de courbure infini. Nous 
reviendrons touta l'heure sur la détermination du second syst¢me 
de lignes asymptotiques d’une surface réglée. Pour le moment, 
bornons-nous aux surfaces réglées dont toutes les génératrices ren- 
contrent deux droites fixes D et D,. On peut d’abord faire une 
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transformation homographique, telle que la droite D, soit rejetée 
4 l'infini parallélement 4 un plan fixe P. La transformée de la 
surface est alors un conoide admettant le plan P pour plan direc- 
leur; nous sommes donc ramené a la recherche des lignes asym- 
ptotiques d’un conoide. 

Si l’on prend le plan directeur pour plan des xy et la droite D 
pour axe des z, |’équation du conoide est de la forme 


On peut poser 
iia Ps SSA 5 ey [i (G2))- 


En substituant dans |’équation du paragraphe précédent, on 
trouve, en supprimant le facteur de qui correspond aux généra- 


trices du conoide, 
: du _ f'(r) 
a aly ok 


i cae 


dy, 


5 ie . , 
dou, en intégrant, 


C étant une constante arbitraire. Done les projections des lignes 
asymptotiques-du conoide sur le plan des zy ont pour équation 


o-er(2) 


25. Voici une seconde classe assez étendue de surfaces dont on 
peut trouver, par des quadratures, les lignes asymptotiques. Elle. 
a été signalée par M. Jamet ('). Il s’agit des surfaces représentées 
en coordonnées homogénes par l’équation 


S(2, FH) =F F(z, t¢), 


ou f est une fonction homogéne de zx et v, et F une fonction ho- 
mogéne de z et de ¢, les degrés dhomogénéité étant, bien entendu, 
les mémes. Les surfaces considérées par M. Jamet se raménent 
immédiatement aux surfaces représentées par l’équation 


(S) vf(Z) =F). 


(*) V. Jammer, Sur les courbes et les surfaces tétraédrales (Annales de UE- 
cole Normale supérieure, 1887). 
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Les lignes asymptotiques de cette surface s’obtiennent sans peine. 


z. Lon pose *- Y —u,ona 


_fo=—uf@), Fl) 


F'(z) J(u) 
7 : Mev ne) ob BELAY. 
aoe a Fa)" ea Pia, 


) substituant dans l’équation 


; dp dx +-dqdy =0, 
on trouve de suite 


G(r 
a b c 
Nous ne diminuerons pas la généralité en prenant la surface 


la forme ' 
am Sy oe =i+ ais 


| n’est qu’une transformée homographique de la précédente : 
entre évidemment dans le type (S$). En appliquant la formule 
ée, nous aurons, pour les lignes asymptotiques, 


m m 
uw? du a 66d 
I+ um i+4m ” 
= 
Mg elle (eh 
, si ’on pose u* = w', s? = ¢", équation devient 


- du' dy' 


I+wt 1+? 


eee 


= OO056; 
fear : 
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asymptotiques de la surface tétraédrale sont donc algébriques, 
comme l’ayait déja signalé par une autre yoie M. Sophus Lie. 

On trouyerait aussi aisément les lignes asymptotiques de la 
surface 


am yn ZP =T, 


dont ’équation rentre dans le type (S). 


VI. — Lignes asymptotiques de certaines surfaces réglées. 


26. Nous avons dit qu'un systéme de lignes asymptotiques d’une 
surface réglée était formé par les génératrices rectilignes. La 
recherche du second systeme se raméne a l’intégration d’une équa- 
tion célébre, dont nous aurons plus tard a faire une étude appro- 
fondie. 

Tracons sur la surface réglée considérée une courbe arbitraire 
et désignons par (x,, 7/1, 4,) les coordonnées d’un point variable 
de cette courbe qui seront des fonctions d’un paramétre Z, et soient 
a, 2, y les cosinus directeurs de la génératrice passant en (2, 1, 31) 
qui seront des fonctions de ¢. Nous aurons, pour un point quel- 
conque de la surface, 


= 2,+ la, Y=Ii+ lB, b= %,+ ly, 


/ désignant la distance du point (x, yv, z) au point (2,, 7%, 2). Les 
coordonnées x, vy, s d’un point arbitraire de la surface sont done 
des fonctions des deux paramétres / et f. 

L’équation différentielle des lignes asymptotiques sera done 


(§ 23) | 
ax, d? a ; dt. ° 
( +15) d+ 9-7 dl dt sears 


dt? dt? 
doy, jd =o, 
ate ae : 4 
| a 


la seconde et la troisiéme colonne se déduisant de la premiére en 
remplacanl « et x, par B et y,, puis par y et 3). 

En supprimant le facteur dt, qui correspond aux génératrices 
rectilignes, nous obtenons |’équation 


dl > 72 — 
Sr ee eee 


P, Q, R étant des fonctions déterminées de ¢. Une telle équation 
différentielle est connue sous le nom d’équation de Riccatt. 

De la forme de I’équation précédente, nous allons déduire une 
_ propriété des lignes asymptotiques de la surface. 

___ Considérons quatre solutions queleonques J, d2, ts, 4, de cette 


oe: on aura 


= +Pi2?+Qi+R=0., 


dls 
dt 
dl; 
dt 


dl, : sf 
gta: +Q4,+R=o0. 


+Pl2?+Q2,+R=0, 


+P2+Qi,+R=0, 


, ‘ ree é a . . . 
_ En éliminant P, Q, R entre ces quatre équations, il vient 


dl 
aye Us 4, I 
a ie l, 1 
= 0. 
Ss, i? ls I 
dl, 
ae in Z, 1 
r le premier membre est la dérivée de 
ie Oa ss, 
—_ 4—t, / ls — l, 
On aura done A 
—k  b—& _ 
(ae Tt, = const. 


a 
Or cette expression représente le rapport anharmonique des 
uatre points de rencontre d’une génératrice de la surface avec 

ere lignes asymptotiques considérées. Par conséquent, ce 


rt anharmonique est constant, quelle que soit cette généra- 
. 


us allons nous borner maintenant au cas ow l’on connai- 


, a 7 gasfiee deux lignes asymptotiques. Tl est facile de voir 
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que, dans ce cas, une seule quadrature est nécessaire pour trouver 
toutes les lignes asymptotiques de la surface. On peut procéder 
de la maniére suivante : 

Désignons par p le paramétre dont dépend la position d’une 
génératrice. Soient alors, en employant les coordonnées homo- 
génes, 

i Was Ng, Zee t{=M, 


les équations de la premiére ligne asymptotique, les M étant des 
fonctions de ». Soient de méme 


c=Ni, y=Na, z= Ns; t=N, 


les équations de la seconde ligne asymptotuque, les N étant aussi 
des fonctions de ». La position d’un point quelconque sur la gé- 
nératrice peut étre fixée par les équations 


x=M,+vN, y = M2+vNa, 4=M;+ Ns, é= M,+vN,. 


La relation différentielle entre » et y donnant les lignes asym- 
ptotiques de la surface pourra s’écrire 


IM dN, dM dy dN aaN 

M, iN;  Saiieoy She oe ee i 
Pees du. an dy du} zs * dp. di. é dy2 
= dM, dN» d?Msz dy dNe d*N5 

M, No — + \ — = ‘ ~ 
ee dp. ; du. du2 rad dy. PE dy 

=O 

IM dN, d?M dy dN d2N 

M N aM 3 P 3 3 3 3 
ve : du. ; dp. dpe wear i du. dye 
M, Ni, dM, dN, d@M, dy aN, : aN, 


du. Bo dy. dy? ees dy. aia du 


Les hypothéses faites sur les lignes M et N permettent de la 
simplifier. On a, en effet, 


dM, d? M, dN, @aN, 


M, N ! h sees 
a . ai ~ dis? Me du dpe 
IM, d?M, dN; d? Nos 
Mer iNy Ac eee | a epi 
: du. dye ae du. dy» 
Mis Ny GM PEM laa tens C2 
- * “dp dy? ee. ear, 
IM, d?M dN, d*N 
Mie Net A, : 
ie” | u2 ito ot du dp 


dy. 
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L’équation différentielle se réduit alors, comme on le voit trés 
aisément, a 


M, uy, MeN ene M, JN; on ie 
4 gq, dhe Ns SU, > Mem Te a m 


La recherche des lignes asymptotiques est donc ramenée a une 
seule quadrature. 


28. Une classe particuli¢re de surfaces réglées va nous donner 
Yoccasion d’appliquer les remarques précédentes. Considérons 
les surfaces réglées dont les génératrices appartiennent a un 
complexe linéaire. 

‘Reprenant les notations du § 18 (Chap. X1), nous aurons, pour 
définir une droite, les six coordonnées homogénes 


Ba Nek 20 GIS MY ee S03, 


Si ces six coordonnées sont fonctions d’un paramétre arbitraire, 
la droite engendrera une surface réglée. 

Supposons que les génératrices de cette surface appartiennent 
a un complexe linéaire, c’est-a-dire qu’on puisse déterminer six 
constantes A, B, C, D, E, F telle que l'on ait, pour toute valeur 
du paramétre (Chap. XI, § 18), 


AL+ BM + GN + DX + EY + FZ =o. 


Considérant donc une telle surface, je prends sur elle une géné- 
ratrice arbitraire G. Le plan tangent a la surface en un point de G 
ne sera pas, en général, le plan correspondant a ce point dans le 
complexe ou le plan polaire du point. Sur chaque génératrice, il 
y a seulement deux points jouissant de cette propriété. Considé- 
rons, en effet, un plan variable passant par G. Le pdle de ce plan 
et son point de contact forment sur cette droite une division ho- 
mographique : les points doubles de cette homographie sont les 
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points pour lesquels le plan polaire est en méme temps le plan 
tangent a la surface. Il est clair que, sur chaque génératrice, ces 
points seront donnés par une équation du second degré. 

Le lieu des points ainsi obtenus forme sur la surface une 
courbe C. Les tangentes de C font partie du complexe linéaire, 
car la tangente en un point quelconque de cette courbe est une 
droite du plan tangent passant par le foyer de ce plan. 

La courbe C est une ligne asymptotique de la surface. En 
effet, les tangentes de cette courbe faisant partie d’un complexe 
linéaire, le plan polaire de chaque point est le plan osculateur de 
la courbe d’aprés le théoréme de M. Appell (Chap. XII, § 26); 
le plan osculateur a la courbe en chaque point coincide done avec 
le plan tangent a la surface, ce qui est la définition d’une ligne 
asymptotique. 

Soit un plan quelconque P. Si A est un point ot P rencontre la 
courbe GC, le plan polaire de A ou, ce qui est la méme chose, le 
plan tangent en A a la surface devra passer par le foyer F da 
plan P : donc la droite FA est tangente en A a la section faite par P 
dans Ja surface. 

Réciproquement, soit A le point de contact d’une tangente 
menée a cette courbe par le foyer F. Le plan mené par AF et la 
génératrice de la surface passant en A est tangent en ce point a 
la surface. D’autre part, le pole de ce plan est le point A, puisque 
AF et la génératrice passant en A sont deux droites du complexe; 
A est donc un point de la courbe C que nous étudions. Ainsi les 
points ou celle-ci rencontre le plan P sont les points de contact 
des tangentes menées par le foyer F du plan 4 la section qu’il fait 
dans la surface. 

Ce résultat est particuli¢rement intéressant quand la surface est 
algébrique. La ligne C est alors algébrique et l’on peut énoncer le 
théoréme suivant : 


La courbe C est d’un degré égal a la classe d’une section 
plane quelconque de la surface. 


29. Ainsi sur toute surface réglée dont les génératrices appar- 
tiennent a un complexe linéaire, nous pouvons obtenir immédia- 
tement, par un calcul purement algébrique, une ligne asympto- 
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tique; de plus, et c’est 14 un point-important, cette ligne 
rencontrant chaque génératrice en deux points, nous devons la 
compter pour deux. Par conséquent, la recherche des lignes asym- 
ptotiques de toute surface réglée, dont les génératrices appartien- 
nent a un complexe linéaire, dépend d’une seule quadrature (') 
(§ 27). 

Ii peut arriver que les génératrices d’une surface réglée appar- 
tiennent 4 une infinité de complexes linéaires. Une ligne asym- 
ptotique correspondalors sur la surface 4 chacun de ces complexes: 
on a, dans ce cas, toutes les lignes asymptotiques. 

Reprenons les surfaces réglées dont les génératrices rencontrent 
deux droites fixes D, et D,. Nous avons déja trouvé leurs lignes 
asymptotiques, en les transformant homographiquement en un 
conoide. 

La remarque précédente permet de les obtenir sans calcul. En 
effet, les droites rencontrant deux droites fixes D, et D. font 
partie d’une infinité de complexes linéaires; on le voit de suite en 
remarquant que la condition de rencontre de deux droites repré- 
sentées par les coordonnées ; 


Pe ee ee oes, ee A 
Uo RG is As eae & 


se réduit a 
LX,+ L,X +MY,+ M,Y + NZ,+N,Z=0, 


comme on s’en assure en écrivant simplement que les deux droites 
se rencontrent. En désignant donc par (L,, My, .-.),(Le2, Mo, ...) 
les coordonnées de D, et Dy, une droite quelconque (L, M, ...) 
rencontrant ces deux droites vérifie la relation 


L(X, == AXs)+ (Ly+ AL,)X + M(Y, + XY.) + (M,-+ \M.)Y 
=r N(Z, =- Lei + (N, Si AN,)Z con oO, 


ou est une constante arbitraire. Or cette relation représente |’é- 
quation d'un complexe dépendant de l’arbitraire i. Il y a done 


(*) Voir mon Mémoire sur une application de la théorie des complezes li- 
néaires a U’étude des surfaces et des courbes gauches ( Annales de l’Ecole Nor- 
male, 1877)« 
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bien une infinité de complexes linéaires auxquels appartiennent ’ 
toutes les droites rencontrant les deux droites fixes D, et Dg. 

En particulier, toute surface réglée dont les génératrices rencon- 
trent D, et D, aura ses génératrices appartenant a une infinité de 
complexes linéaires dépendant d’un paramétre arbitraire. A chacun 
de ces complexes correspond une ligne asymptotique, et l’ensemble 
des lignes asymptotiques se trouve ainsi obtenu; nous voyons de 
plus, que les lignes asymptoliques-de notre surface possédent la re- 
marquable propriété d’avoir pour tangentes des droites apparte- 
nant a un complexe linéaire. 

Appliquons ces résultats aux surfaces réglées du troisiéme 
ordre. Nous avons déja étudié (Chap. XI, § 11) quelques-unes de 
leurs propriétés. Toutes les génératrices rencontrent deux direc- 
trices D, et D.; on peut donc trouver leurs lignes asymptotiques. 
Celles-ci seront évidemment algébriques, et nous allons avoir leur 
degré en appliquant le théoréme du paragraphe précédent. I estégal 
ila classe d'une section plane quelconque de la surface. Or une telle 
secuon est une cubique ayant un point double, puisque la surface a 
une courbe double rectiligne; sa classe sera donc égale a quatre. 
Nous voyons done. que les lignes asymptotiques d'une surface ré- 
glée du troisiéme ordre sont des courbes du quatriéme degré, 
et les tangentes de ces courbes appartiennent 4 un complexe li- 
néaire, variable d’ailleurs d’une courbe 4a l’autre. Ces courbes 
jouissent done (Chap. XII, § 25) de la propriété remarquable que, 
par un point A quelconque de Pespace, on peut leur mener quatre 
plans osculateurs, et les quatre points de contact sont dans ua plan 
passant par A. 


30. La recherche analytique des lignes asymptotiques d'une sur- 
face réglée du troisiéme ordre n’offre aucune difficulté. Nous avons 
fait ce calcul d’une maniére générale pour les conoides; or nous 
avons vu que l’équation d’une surface du troisiéme degré peut, 
par une transformation homographique, étre ramenée a la forme 


ax? + obry + ey? 


<< 


axvr+obay +c y? 


En restant dans le cas général, une nouvelle transformation 
permet de supposer que le dénominateur se réduit 4 xy; nous 
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ayons donc 


le second membre est une fonction de z. Appliquant la formule 


trouvée pour les conoides, nous aurons, comme projections des 
lignes asymptotiques sur le plan des xy, 


xr y2 = C(cy?— az?), 


C étant une constante arbitraire. Il est aisé de vérifier que la courbe 
dans l’espace est du quatri¢éme degré, comme nous l’avons trouvé 
plus haut. 

Nous pouvons de plus indiquer une propriété de ces lignes asym- 
ptoliques que nous n’avons pas encore signalée : elles sont unt- 
cursales. Soit, en effet y = tx; nous aurons 


a 
Bash ahh) 


x? = C(ct?— a). 


Or on peut exprimer ¢ en fonction rationnelle d’un paramétre 


de maniére que \/c¢? — a soit aussi une fonction rationnelle de ce 
nouveau paramétre; la courbe est donc unicursale. 


31. Pour donner un exemple d’une surface réglée dont les gé- 
nératrices appartiennent a un seul complexe linéaire, considérons 
la surface définie par les équations 


— AiA+ Bi __ A, +B, AA ++ B; 
ae AT ak ) AEB rere ve 


} 


(8) 


les A et les B désignant des polynémes arbitraires du second degré 
par rapport a up paramétre p. Ces expressions de a, y, = en 
fonction de deux paramétres ) et » définissent une surface réglée : 
les génératrices correspondent a ». = const. Cette surface est du 
quatriéme degré; pour le voir, J suffit de chercher l’intersection 
de cette surface avec une droite quelconque 


mMe+e-nytps+q =o, 


MCTrNY + Psa n= 9; 
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A(m Ay+n Ag+p A;+q A)+m Bi+n B.+p B+ q B=0, 


(my Ay+ my Ag+ py Ag+ qi A) + mm, By + m1 By + py B3+ 9g, B =0. 


L’élimination de 4 donne une équation du quatriéme degré en u.; 
nous avons donc quatre points de rencontre de la surface avec une 
droite quelconque. 

Les équations (8) définissent done une surface unicursale du 
quatriéme degré. ‘Toute section plane de la surface est une courbe 
unicursale du quatriéme degré et a par conséquent trois points 
doubles; la surface considérée a pour courbe double une cubique 
gauche. 

I] est d’ailleurs bien facile de voir que, réciproquement, toute 
surface du quatriéme ordre ayant pour courbe double une cu- 
bique gauche est nécessairement une surface réglée unicursale. 
Prenons, en effet, un point quelconque sur la surface; on peut 
par ce point faire passer une sécante double de la cubique gauche : 
cette droite rencontrant la surface en cing points est tout entiére 
sur elle. D’autre part, chaque génératrice est déterminée indivi- 
duellement, une section plane queleonque de la surface étant une 
courbe unicursale. On peut montrer de plus qu’une telle surface 
peut étre représentée par les équations (8) (Cresscu, Math. An- 
nalen, 1870), mais c’est un point sur lequel je ne m’arréte pas. 

Considérant done la surface réglée représentée par les équa- 
tions (8), nous allons voir que ses génératrices appartiennent a un 
complexe linéaire. Il nous faut, pour cela, chercher les six coor- 


données (L, M, N, X, Y, Z) d’une génératrice. Celle-ci passe par 


les deux poiuts 
(At, As, As), (Bi, Ba, Bs), 
We Rio Mia Fis 5 Bl Bae 


/ \ 
donc on peut prendre 
X = AB,— A,B, ¥ = AB,— A,B, Z = AB;— A3B, 
el, en partant de 
L=yZ—syY, a eek ae N=#2Y—yX, 
on pourra prendre 


L = A,B3— A3Ba, M = A;B,— A,B;, N = A, B,— A,B. 
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On voit donc que L, M, N, X,Y, Z sont des polynémes du 
quatrieéme degré en p.; de la nous concluons de suite qu’on pourra 
déterminer six constantes ~, 8, y, 6, ¢, 7 telles que lidentité 


aL+68M+yN+6X+eY+7Z=0, 


soit yérifiée. En écrivant cette identité, on obtient en effet cing 
relauions homogénes et linéaires entre (a, 8,...,7). Il y aura done 
toujours un complexe, et, en général, un seul auquel appartien- 
dront les génératrices de notre surface. 

D’aprés ce qui a été expliqué plus haut, nous pourrons trouver 
sur cette surface une ligne asymptotique rencontrant chaque gé- 
nératrice en deux points. Cette courbe est algébrique, et son degré 
est égal 4 la classe d’une section plane quelconque de la surface; 
or cette section plane ¢étant une courbe du quatriéme degré uni- 
cursale est de sixiéme classe. Notre ligne asymptotique est done 
une courbe gauche du sixiéme degré. Les autres lignes asympto- 
tiques de la surface s’obtiendront par une seule quadrature; en 
général, elles ne sont pas algébriques, et la discussion compléte 
montre que leur recherche se raméne a une intégrale ellipuique. 


et 


420 APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL INFINITESIMAL. 


CHAPITRE XY. 


SURFACES APPLICABLES. — REPRESENTATION CONFORME. 
CARTES GEOGRAPHIQUES. 


I. — Expression du carré de l’élément d’arc sur une surface. 
1. Soit une surface définie par les trois équations 
TD) Y= 9(U, 9), BN ON 


Le carré de la distance de deux points infiniment voisins cor 
respondant aux valeurs (uw, 7) et (u+- du, » + dv) des paramétres 


sera 
ds? = dx? + dy? + dz 


2 \2 Z 2 2 
= LE 5 av) + oo ee Ya + Lea ree a : 
Ou dv u v u ? 


on pourra lécrire 


ds? = EK du?+ 2F du dv + G dp?, 


ey La oy 2 0z\2 
= ra lict ge) ae 


Ox Ox dy oy dz 0% 


~~ Ou ov 2% du ov i Ou ov’ 


fa ©)" Oy 2 0z\2 
c=(¢ +(¥) + (55) 


en posant 


4 


\ / \ 
La forme quadratique binaire en du et dv 


E du?+2F du dv + G dv? 
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joue, depuis Gauss, un rdle fondamental dans la théorie des sur- 
faces ; on a évidemment F2— EG<o. 
On peut considérer sur la surface les deux familles de courbes 


w = const. et ¢ = const. 


Par tout point (wv, ¢) passe, en général, une courbe de la pre- 
miére famille et une courbe de la seconde ; l’angle § de ces deux 
courbes est donné par la formule 

Ov dx Oy Oy | 03 Oz 


du oe | Ou dy du ov 
cos) = - -— 


poe (ay \*. faa \F /(2 cas G@eet. de <3 
/ (2) = (2) + BY M(B) + y+ &) 


et, par conséquent, 


F 
VEG 


En particulier, les lignes uw = const. et ¢ = const. seront ortho- 
gonales si F= 0. 


cos) = 


2. Considérons maintenant deux surfaces s et S; on suppose 
que les coordonnées d’un quelconque de leurs points sont expri- 
mées a l’aide des deux mémes paramétres u et ». Une correspon- 
dance se trouve ainsi établie entre les points des deux surfaces. 
Cherchons a quelles conditions l’angle de deux lignes quelconques 
de la premiére surface sera égal 4 l’angle des deux lignes corres- 
pondantes de la seconde. Soient 


(s) ds? = edu?+ 2 f du dv + g de?, 
(S) ds? = E du? 2F du dv + G de? 


les carrés des éléments d’arcs sur June et l’autre surface. 

Nous prenons sur s un triangle abe et son correspondant ABC 
sur S (fig. 20). Ces deux triangles ont des angles égaux par 
hypothése : supposons-les infiniment petits. Les deux triangles 
rectilignes abc et ABC auront leurs angles égaux a des infini- 
ment petits pres. Pour fixer les idées, supposons que le cété be 
el, par suite, son correspondant BC soient seuls mobiles, se rap- 


prochant indéfiniment de a et de A; on aura 
ab 


li ac =i , 
Sant ith ay 
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en d'autres termes, le quotient 


e du?--2 f du dv + g dv? 
E du?+ 2F du dv + Gdv? 


ne dépendra pas de du et dv, ce qui entraine les relations 


oe ae 


eae eae 
Réciproquement, quand cette condition est remplie, les angles 


Fig. 20. 


sont bien conservés. Reprenons, en effet, les deux triangles rec- 


tilignes abc et ABC; on aura 


=. a=9 2 ee Ge 
be = ab + ace —— ab -ae tos bac 


2 2 ge 
BC = AB LAC GAB AC bos Bae 


Or, puisque, d’aprés les hypothéses, 


we Qe eae Ae eke 
hon ——— == lim —— = Jim ==; 


AG AB BC 
il en résulte que 

‘ oS aw 

lim bac = limBAC, 


c’est-a-dire que les courbes correspondantes se coupent en a et A 


sous le méme angle. 


3. Un cas trés remarquable est celui ou 
aces e, F = hi G = g. 


Alors les distances sont aussi conservées sur les deux surfaces. 
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On dit quedles sont applicables Pune sur Vautre. Par suite, 
deux surfaces applicables ’une sur l'autre sont deux surfaces 
entre les points desquelles on peut établir une correspondance 
telle que deux ares correspondants quelconques aient méme lon- 


gueur. 
Prenons quelques cas particuliers. Supposons que ds? ait la 
pueig i pp q 
forme 
(r) ds? = E du?+ G dp?, 


KE et G ne dépendant que de w. Nous allons montrer que, dans 
ce cas, la surface est applicable sur une surface de révolution con- 
venablement choisie. En prenant pour axe des <z |’axe d’une sur- 
face de révolution, ses points ont pour coordonnées 


= 9 Cost, 
' 
y=oesind 


s = 9(9). 
Pour une telle surface, on a 
(3) ds? = dz* +- dy*+- dz? = [1+ 0'2(p)] dp?-+ p? do?. 


[| est toujours possible de choisir o(p) de telle sorte que les 
surfaces correspondant aux éléments (1) et (2) soient applicables 
Vune sur l’autre. 


Posons 
pm) et G(u) =-p?. 


Cette derniére relation définit uv en fonction de p et, par suite, 
E(w) du? prend la forme (9) do?. Pour identifier (1) et (2), il 
n’y a qu’a déterminer 9(¢) par la relation 


I+9(p)=(p) ou 9(¢) = [Vier dp. 


La surface correspondant a (1) est done applicable sur une sur- 
face de révolution, 

Comme cas particulier, supposons que la surface donnée soit 
un hélicoide gauche a plan directeur, c’est-a-dire la surface réglée 
lieu des normales menées a un cylindre de révolution en tous les 
points d'une hélice tracée sur ce cylindre. On aura, pour cette 
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surface, 
e=ucosr, y=usine, SB —ia0, 


a étant une constante. Donec 
ds® = du? + (a?+ u*) de?. 


Nous sommes donc bien dans le cas étudié plus haut. Posons, 
conformément a ce qui précéde, 


_ ay 
evceillt). a+ ut = p?, 


il vient 
2 
io) here 
ds? = Noa 


do? + p? dé?. 


La fonction o(o) sera déterminée par léquation 


2 


done 


ou 


équation d’ot l’on conclut 


Pip) (Pp) s 2 
_ af —, = Boies aa : z oe 
Po ae [puisque s = 9(¢)|. 


La méridienne de la surface de révolution sera donc une chainette 
tournant autour de sa base. Nous avons ainsi cette élégante pro- 
position, qui n’est d’ailleurs qu’un cas particulier d’un théoréme 
plus général dd a Bour ('): 

L’hélicoide gauche a plan directeur est applicable sur la surface 


de révolution engendrée par une chainette tournant autour de sa 
base. 


4. Une classe trés intéressante de surfaces est formée de sur- 


(*) Voir le Traité de Calcul différentiel de M. Bertrand. 
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faces applicables sur un plan. Nous allons montrer que ces sur- 
faces sont développables, en suivant la méthode donnée par M. O. 
Bonnet. Prenons, comme parameétres, les deux coordonnées rec- 
tangulaires « et 8 dans le plan sur lequel est applicable la surface. 
Les coordonnées x, y, 3 d’un point quelconque de la surface 
sont des fonctions de « et 8, et ona 


dx? +- dy? +- dz? = da? + d8?, 


ce qui entraine les trois identités 
Ox? ae oy \2 i on \> ». 
Oa cf da)? 
de)? (ay)? , (25\*_, 
op / 08 ) = a6 ) ae 


Ox Ox 2 dy oy a Oz 02 ot 
da 03 da 08.” de oR" 


Or, en différentiant ces trois identités successivement par rap- 
ort ax eta 8, la comparaison des équations obtenues donne de 
’ I 
suite 


x ey 022 
Oa 0a2 Oa? 
ar oy eet oe 
ee eer ees 
Oa ay 023 
a 
ex oy 023 


da 08 0a 08 0a 03 


Des deux premiéres égalités, on conclut que les trois fonctions 
dea et 8 
Ox Oy 02 
da on Oa 


sont fonctions de lune d’entre elles ; de méme, en vertu des se- 
condes égalités, 
ace 0 


Q 
op” of” 9 


8 


sont aussi fonctions de lune d’elles. Par suite, en vertu de la re- 


lation 
Ox Ox Oy Oy dz Oz 


= —0,; 


da 08 * da 08 * dx a8 
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ces six dérivées partielles sont fonctions d’un méme paramétre. 


Or ona 


p et qg étant, comme d’habitude, les dérivées partielles de z par 
rapport a a et ay. Il en résulte que p et g sont fonctions d’un 
méme paramétre, c’est-a-dire que p est fonction de g. La surface 


est donc développable. 


5. Démontrons que, réciproquement, toute surface dévelop- 
pable est applicable sur un plan. Nous considérons la surface 
développable comme le lieu des tangentes 4 une courbe gauche ; 
x, y, = désignant un point arbitraire P de cette courbe gauche, et 
L451, 4 les coordonnées d’un point quelconque P, de la géné- 
ratrice tangente au point P a la courbe, on a 


wy =x2+ la, 


Yi=y + lB, 


= 2-+\ly. 


/ représente évidemment la distance PP,, et nous regardons 2, 
J’; =, ainsi que les trois cosinus a, 8, y, comme fonctions de are s 
de Varéte de rebroussement. On a, pour le carré ds} d'un are de 
la surface, 

ds? = dz? +- dy? + dz, 


el, en se rappelant que 


1 dat+ dp2+ dy? 
R2 ds? ; 


nous ayons 


As? 


as 
Re 


ds? = (ds + dl)}?+ lL? 


Le rayon de courbure R est une fonction de s. I faut montrer 
que ds? peut se mettre sous la forme du carré de l’élément d’are 
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dans un plan. Ecrivons, a cet effet, — a 


os lds lds 
dic (as dt iB ) (ds + dl—it), 


rapport as et 7. Mais 


ds 
eS R (ds+dl-+ if") 


if? i ds 
leJ KR-+fed Rds. 


| -Désignons cette fonction de / et de s par A + 7¢B, A et B étant 
des fonctions réelles de / ets. On aura 


ds 
: Bim ieee Lk K (deat ili), 


ds ais 
Bir vee es  (ds-+ ali) 


, par conséquent, , 
ds? = dA? aB?, 


ii démontre bien que la surface est applicable sur un plan. 
développement du calcul ya nous conduire 4 un résultat 


rressant. Posons — 
. if ds cman 
ole, oe 


urd alors pour A et B 


a 
A= Loose f cosa ds, 
J s 
B= lsine+ f sino ds. 
0 


ésentent les coordonnées reclangulaires dans le plan 
on ite la surface, et les formules précédentes ré- 
it le probléme de l'application de la surface 


oe 


> 
- 
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sur le plan. Or considérons la courbe C, obtenue en faisant / = 0; 
elle correspond a l’aréte de rebroussement C de la surface déve- 
loppable. Cette courbe C, est donnée par les équations 


Ss 
A, = f cosa ds, 


=U 


By = [ sing ds. 


“0 
L’are élémentaire ds, de C, est égal a are ds de C, puisque 
ds} = dAj + dBj = ds?. 


Nous avons déja rencontré ces expressions de A, et B,, lorsque 
nous avons calculé les coordonnées des points d’une courbe plane 
dont le rayon de courbure est donné en fonction de lare 
(Chap. XII, § 14). 

Nous en pouvons conclure que les rayons de courbure de la 
courbe plane C, et de la courbe gauche C aux points correspon- 
dants sont les mémes. Ainsi, quand on applique une surface dé- 
veloppable sur un plan, son aréte de rebroussement se transforme 
en une courbe plane et les rayons de courbure sont conservés. 
Enfin, comme ona 


les génératrices de la surface deviennent les tangentes a la 
courbe C, dans le plan. Ces divers résultats sont 4 peu pres évi- 
dents géométriquement. 


6. Etant donnée la forme quadratique 


ds? = E du?+ 2F du dv + Gdp?, 


ot. EK, F, G sont des fonctions de w et ¢, proposons-nous de 
reconnaitre si elle correspond a une surface déyveloppable, c’est- 
a-dire si elle peut étre ramenée a Ja forme 


dX? +- dY?, 


En décomposant ds? en un produit de deux facteurs, qui se- 
ront Wailleurs nécessairement imaginaires conjugués, on peut 
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=" 


 dst=(adu +b de)(a' du +! dv) = (dX +idY) (dX — iY). 


5 . ; . 
‘I devra done exister un facteur 1, fonction de wet», tel que 


p(adu+bdv) et g(t du + b' dv) 


ep ine aie: ge: 
a ( : a’) ee v') 
ea oes AN 

e as 


0 du ou ae’ 
Of yAf aa’ ob 
du ov Ou 


, 
" 


fonctions connues de w et 9 : soit 
0Q 


ns plus qu’a vérifier si o= = 


a _ po 


1 55 = Q. Nous n’au- 


II. — Représentation conforme d’un plan sur un plan. 


- 
os 


es es = 
7. Considérons deux plans rapportés aux coordonnées rectan- 


ires (x, y) et (X, Y); on établit une correspondance entre les 
is de ces plans, soit . 
| X= P(a, y), 


Y= Wea yx) 


aot a été vu au § 2, la condition nécessaire et suffisante 
we transformation conserve les angles est que 


| dXtE dYt= M(de?-+ dy?), 


2 — 
a : ° 
eo . 
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), élant indépendant des différentielles, c’est-a-dire ne dépendant 


que de ret y. 
Kerivons plus explicitement cette condition; elle revient aux 


(2)"= (8) =)“ (BY 
Ox Ox oy \ OY 
ee ee 
Ox Oy 


deux relations 


Ox 0 )y 


Telles sont les deux équations que doivent verifier les fonctions 
P et Q. On peut les simplifier, car la seconde donne 


aP 0Q 
a ae 
30° aP 
ayy 


la valeur commune de ces rapports est 


el est égale, en vertu de la premiére équation, a 1. 
On a donc, soit 


oP 00 oP aQ 
ox oy” oy, oa” 
soil 
OP i. “OR. Pde ea 
Or oy’ Oy amie 
el, pour passer du second syst¢me au premier, il suffit de changer 
Q en --Q. Nous pouvons done nous borner au premier sys- 
leme 
oP aQ 
Or oy’ 
oP dQ 
dy | da 


Nous retrouverons bientot ce syst¢me qui joue, en Analyse, un 
role considérable. Si P et Q satisfont a ces deux relations, la trans- 


formation 
X=P(2, y), Y= Q(z, x) 
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conserve les angles; on donne souvent-le nom de représentation 
conforme Wun plan sur un plan aux transformations du type pré- 
cédent. 

Nous avons laissé de edté le second systéme que nous avions 
rencontré. Géométriquement, on passe du second systéme au pre- 
mier, en prenantla symétrique de la figure transformée par rapport 


a Vaxe OX. 


8. La remarque suivante nous sera, plus tard, trés utile. Soit 
une fonction V(z, v), satisfaisant a l’équation 


o2V OV ~ 
dct Oy? xy 


On fait la transformation conforme 
SPRY) 9 0(X,Y) 
V devient une fonction de X et Y; elle satisfait a Véquation 


2V  2V _ 
Ox? ~ GY? 


oO. 


Pour s’en assurer, il suffit de vérifier la relation 


ee ey eee yer. av 
dX? * oy? — Ge, (GY Fa oy)? : 


en calculant, d’aprés les régles élémentaires, les dérivées d'une 


fonction composée. On vérifiera aussi que 


ov \2 OV \2 oP \2 OP \2 /oV \2 fav? 
ax) + (5x) = [(Gx) + Ge) JL Ge) +) I 


\ / 


9. Un exemple intéressant de transformation conseryant les 
angles nous sera donné par la considération du systéme dellipses 
et d’hyperboles homofocales 


x? Bie 


CRT. Tae tae 
. Cc 


Si 12> ¢?, on a une ellipse, et si }?<c? une hyperbole. Fai- 
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sons ¢=1, et considérons les courbes 


oe oP ee oo. avec \2>1 (ellipses), 
)2 2 =e 
x? y? 


fi (o< p?<1) (hyperboles). 


Si l'on suppose que x et y sont positifs, 4 toute valeur de )? et u* 
correspond un point (7, v). On a d’ailleurs, en résolvant, 


y= (= 1)(1— B®), 
et de Ja résulte 
dh dy 


awe ae 


dx? +- dy? = 4()?— p?) ( 


Or, sil’on pose 


on aura 
dx? +- dy? = m(da2+ d8?); 


done la correspondance entre (z, vy) et (a, 8) conserve les angles. 
On a, d’ailleurs, 
a=log(i+ Vi2—1), 


8 =arcsinn, 


el, par conséquent, en remplagant 4 et » par leurs valeurs en 
et By 
i x 
| Spice (ees e-%) sin, 
(3) ‘ 
| 


r= ~(e%— e-) cos. 


On vérifiera que cette transformation rentre dans le second type. 
Quand le point (a, 8) décrit dans son plan une paralléle 4 un des 
axes, le point (2, y) décrit une ellipse ou une hyperbole; toutes 
ces ellipses et hyperboles sont homofocales. Nous allons en dé- 
duire facilement une propriété remarquable de ce systéme, mais 
commencons par définir ce que Lamé entend par courbes iso- 
thermes. 
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10. On démontre, dans la Théorie mathématique de la chaleur, 
que, si les points d’un plan sont en équilibre de température, c’est- 
ai-dire si la température V en chaque point est simplement fonc- 
tion des coordonnées x et y de ce point, et non du temps, cette 
fonction V(x, 7) satisfait a l’équation 


av av 
Ox? oy? ati 


Pour un certain état d’équilibre de température, une famille de 

courbes 
o(2, y) = const. 

est dite isotherme, si pour tous les points de chacune de ces 
courbes la température est la méme; celle-ci variera d’ailleurs 
dune courbe a Vautre. Pour que les courbes ¢ = C soient iso- 
thermes, il faut et il suffit qu’il existe une fonction de © satisfai- 
sant a l’équation (4), puisque V(a, y) doit étre une fonction de 9. 
Cherchons la condition pour qu’il en soit ainsi; soit 


V=V(o). 
En substituant dans l’équation (4), on a 
av 09\ 2 do\2 dV {09 Oo 
. + So Sea's ee bce eae 
do? | \ dx = do \ 0x ay? ) 


ce que nous écrirons 


dV Po eo 
do? Ox? oy? 
%  (z)+(3) 


Le premier membre ne dépend que de 9; il doit en étre de méme 
du second, Or 9 étant donné, on peut former ce second membre ; 
la condition nécessaire pour que la famille 9 = C soit isotherme 
est que ce second membre se réduise 4 une fonction de ¢. Cette 
condition est aussi suffisante, car, si elle est remplie, la relation 
précédente permet de trouver la fonction V(¢) par une quadra- 
ture. 

Montrons qu'une transformation conservant les angles trans- 

P.—TI. 28 
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forme une famille de courbes isothermes en une autre famille 
de courbes isothermes. 

Ainsi nous effectuons sur 2 et y une transformation de la na- 
ture de celles que nous avons considérées plus haut 


aaa bal OGG P 
= OCG: 


on a une famille de courbes isothermes 
o(2, yy) =a; 
elle se transforme en la famille 
G(X Vets 


il faut montrer que la famille ® = C est aussi isotherme. 
Nous avons vu en effet (§ 8) que 


eb 2b [/o0P\? OP \?]/029 0? 6 
axe. GYie ee + (5) [Gat ae) 


(8) = (3)'= (28) UCR + 


par suite, en divisant 


el que 


02 2D 0? 9 CEE?) 
eae ee nt Date 
OX? oY? a oy? 


OP \? oP rs eee sae 
(3) +) @y+) 


Si donc le second membre est une fonction de ¢, nous sommes 
assuré que le premier sera une fonction de ¢ et, par conséquent, 
de ®. Les courbes ® = C sont donc isothermes. 


11. Revenons aux ellipses et aux hyperboles homofocales étu- 
diées au § 9. La transformation (3) qui transforme les angles 


transforme ces ellipses et ces hyperboles en deux systémes de 
droites 
% = const., 8 = const. 
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Or ces systémes de droites forment évidemment des systémes 
isothermes. Nous avons donc, par suite, ce théoréme de Lamé : 


Les ellipses et les hyperboles homofocales forment un sys- 
téme de courbes orthogonales et isothermes. 


III. — Quelques exemples de représentation conforme. 
Sur les substitutions linéaires. 


12. La théorie des fonctions d’une variable complexe nous 
donnera des systémes de fonctions P (a, v) et Q(a, y) permet- 
tant de réaliser une représentation conforme. Sans anticiper sur 
des généralités quiauront leur place au commencement du Tomell, 
bornons-nous a prendre une fraction rationnelle de 3, F(z), les 
coefficients dans cette fonction rationnelle étant des quantités 
réelles ou imaginaires. Posant alors 


s=at+iy (i=yV—1); 
nous pouvons mettre F(z) sous la forme 
P(x, y) + 1Q(a, x), 


P et Q étant des fonctions rationnelles réelles de x et y. Or, en 
dérivant successivement les deux membres de lidentité 


F(z) = P(e, 7) +710, v) 


par rapport av eta y, ona 


eo A ae .0Q 
F (3) = aa ae ; 
Pet Saud? 80 
uF (3) — oy a Oy . 
On conclut de la 
.(9P | dQ) _ oP, 0Q 
. : (= PON phen oy oy 
et, par suite, 
oP 0Q 
ox oy’ 
aP ey OR 
oy Ox 


La transformation 


KaP(a7), Y= Q(z, 7) 
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conservera donc les angles. Cette transformation, en posant 
X + iY =Z, peut s’exprimer par l’unique égalité Z = f(z). 


13. Nous allons étudier le cas particuli¢rement simple ot 
as 
F(z) = —— (ad— be 0), 
cs : 
a, b, c, d étant quatre constantes réelles ou imaginaires. Nous 


avons alors a substitution linéaire exprimée par légalité 


az--6 
5 Z= i 
i) co+d 


faisant correspondre le point (X, Y) au point (2, vy). Montrons 
que cette transformation est susceptible d’une interprétation géo- 
métrique. 

Soit d’abord considérée la substitution 


Li ="Gen 
En posant 
Z= Rei, = rei, a = ket, 
on aura 
Raa Q=w+a. 


Pour avoir le transformé d’un point ou plus généralement d’une 
figure, il suffira done de prendre son homothétique par rapport a 
Porigine avec & pour rapport d’homothétie et de faire tourner 
d’un angle « autour de l’origine. 

Un second cas particulier encore plus simple est celui ot l’on a 


L=2-+6; 


Ja transformation équivaut manifestement 4 une translation égale 
et paralléle a la droite joignant l’origine au point représentant la 
quantité imaginaire b. 

Arrétons-nous encore sur le cas particulier ot 


On a alors 
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Le point (X,Y) est donc le symeétrique par rapport 4 Ox du 
point transformé de (xz, 7) par rayons vecteurs réciproques 
a 1). 


On voit aisément que la transformation générale 


asb 


cs 


peut étre obtenue en combinant les transformations précédentes ; 
on peut, en effet, écrire 


Z= ae 
Ef era 


Si donc on fait successivement les transformations successives 


2= CZ, 
va 2+ d, 
‘e 1 
i) 
& 
ZL=p+2", 


on réalisera la transformation cherchée, en employant seulement 
les cas particuliers indiqués. 


14. La transformation (5) transforme une circonférence en 
une autre circonférence. La démonstration est immédiate, puis - 
que chacune des transformations partielles transforme un cerc le 
en un cercle; le fait est évident pour l’homothétie et la transla- 
tion, et, pour la transformation par rayons vecteurs réciproques, 
c’est un théoréme bien connu. II est d’ailleurs facile de démon- 
trer directement cette proposition.Partons, a cet effet, d’une forme 
souvent utile, de l’équation du cercle. On va désigner dans la 
suite, d’une maniére générale, la quantité imaginaire conjuguée 
d’une grandeur par la méme lettre affectée de l’indice zéro; ainsi 


A=2a+18, Ajy=a—t8. 
Ceci posé, l’équation de tout cercle peut s’écrire 
(6) S59 +As+Agpat+B=o0 (s=7-+ iy), 


A étant' une quantité complexe et B étant réel. Cette équation 
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revient en effet a 
v+ y2+ 247 —28y+Bo0. 


Si donc nous youlons chercher le transformé du cercle (6) par 
la substitution (5), nous n’avons qu’a remplacer s par sa valeur 
en fonction de Z; or on a pour z une expression de la méme 


forme 

ah b 
Sa er Dee 
eZ 4 da’ 


i= 


et, en substituant dans (2), la relation devient 


Zi) + A’. + AL Z,-+ B'S 0, * 
B’ étant réel; ce sera donc encore |’équation d’un cercle. 
15. Nous allons maintenant particulariser encore davanlage, 
en supposant que a, b, c, d sont réels, et que, de plus, 


ad — bc =1. 


Des substitutions de cette forme se présentent dans plusieurs 
théories importautes. Nous représenterons la substituuon 


CaO 
cot d 
par la notation 
(< Qac-— or 
8: creel 
qui exprime que l’on remplace z par ~~ — 2 
| } q mp +, pare aan 


Cette substitution transforme en lui-méme le demi-plan situé 
au-dessus de l’axe Ow des quantités réelles, c’est-a-dire qu’a tout 
point de ce demi-plan correspond un point du méme demi-plan. 
En effet, de Pégalité 

tgs fp A eat a Be 
c(a+ty)+d 
on Ure de suite 
Y sigur olson 
(cx + d)?+ cy? ° 


Y est done de méme signe que y. Aun point de axe Oz corres- 
pond un point de la méme droite. La substitution transformera 
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évidemment aussi en lui-méme le demi-plan situé au-dessous de 
Ow; nous ne considérons dans la suite que le demi-plan supé- 
rieur, ¢’est-a-dire les points correspondant a y > o. 

Considérons un cercle ayant son centre sur Ow et par consé- 
quent orthogonal a cette droite; la substitution le transformera 
en un autre cercle qui devra étre orthogonal a la transformée de 
Ow, c’est-a-dire 4 Ow. Par suite, le cercle transformé aura en- 
core son centre sur l’axe des x. En particulier, toute droite per- 
pendiculaire 4 Ox se transformera en un tel cercle. 


16. Soit une suite indéfinie de substitutions, toutes de la forme 


(a, b, c, d réels et ad — be =1). On dit gwelles forment un 
groupe, quand, deux substitutions quelconques étant prises dans 
cette suite et effectuées successivement, on retombe sur une 
substitution faisant partie de la suite. On a surtout étudié le cas 
ou toutes ces substitutions peuvent étre obtenues en composant 
un nombre fini d’entre elles, c’est-a-dire en faisant le produit 
d’un nombre quelconque de puissances positives ou négatives de 
cerlaines substitutions en nombre fini. Par puissance positive 
dune substitution, on entend cette substitution faite un certain 
nombre de fois successivement; pour définir les puissances néga- 
tives, il faut seulement définir la puissance —1 d’une substitu- 
tion. 5 désignant une substitution, on entend par S~! la substitu- 
lion inverse donnant z' en fonction de z par la relation 


___ a+b 
ver et s 

de sorte qu’en faisant a la suite la substitution S et la substitu- 
tion S~', on retombe sur la substitution identique (<, 2). 

Le groupe ainsi formé est dit discontinu dans le demi-plan, 
quand, A étant un point arbitraire de ce demi-plan en dehors de 
axe réel, il n’existe pas, dans le groupe, de substitution transfor- 
mant A en un point différent de A et dont la distance a celui-ci 
soit moindre qu’une quantilé donnée a l’avance si petite qu'elle 
soit. M. Poincaré a fait la théorie de ces groupes, qu’il a appelés 
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groupes fuchsiens ('), et a donné la loi générale de leur forma- 
tion. 

C’est dans la théorie des fonctions elliptiques que s'est ren- 
contré autrefois le premier groupe fuchsien. Ce groupe, formé de 


~ a2) 
vag aoe y 


ou a, b, c, ad sont entiers, a fait objet des recherches de 


substitutions 


M. Hermite (Mémoire sur la théorie des équations modulaires). 
L’étude compléte des groupes linéaires a coefficients entiers a été 
faite par M. Klein dans ses mémorables études sur les fonctions 
modulaires; elle est du plus grand intérét pour la théorie de la 
transformation des fonctions elliptiques (?). 


17. Nous allons nous borner a quelques remarques essentielles 
sur le groupe formé par les substitutions 
c 


A as+b 
sreae 


ou. a, b, c, d sont quatre entiers réels quelconques satisfaisant a 
la relation ad — bec =1. 


Tout d’abord il faut montrer que ce groupe est bien discontinu. 
La relation 
az+b 
Cs d 


donnant 
= Ag 
~ (cx + d+ cry?’ 
on voil que, si 
|\X—y |<, 
le dénominateur 
(ca + d)2+ cry? 


est inférieur & 7 : les entiers c et d ne peuvent donc avoir 


(‘) H. Poincaré, Theorie des groupes fuchsiens (Acta mathematica, t. 1). 


(*) F. Kuztn, Vorlesungen tiber die Theorie der elliptischen Modulfunc- 
tionen. 
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qu'un nombre limité de valeurs. D’autre part, si 


| 7 | étant, comme ¢«, inférieur A un nombre déterminé trés petit, 
mod(azs+b) 


ne dépassera pas une limite facile 4 calculer; a et b ne pourront 
done aussi avoir qu’un nombre limité de valeurs. Les substitu- 
tions a considérer étant en nombre fini, il ne pourra y avoir de 
substitution transformant z en une valeur qui en différe d’aussi 
peu qu’on veut. Le groupe est donc discontinu. 

Le raisonnement précédent suppose essentiellement que y est 
différent de zéro, c’est-a-dire que le point s n’est pas sur l’axe 
réel. 

Pour les points de l’axe réel, au contraire, le groupe n’est pas 
discontinu. C’est ce dont on peut facilement se rendre compte en 
considérant la substitution du groupe 


Be (ict 2G)).6 de 
— ez+i1—ac 


Z 


? 


a et c désignant deux entiers quelconques. Cette substitution 


peut s’écrire 
: + 
= = C. 
cL—a cz—a 


Si donc, partant d’un point s arbitraire, on répéte cette substit u- 
tion un nombre infini de fois, on aura un nombre infini de points 
tendant vers le point 


Bt ee 

ZL=-- 

Cc 

Or, si = est réel, tous les points ainsi obtenus sont réels. On a, 
. one a ° . . 

par suite, dans le voisinage de =? un nombre infini de points cor- 


respondants, ce qui est en opposition avec l’hypothése que le 
groupe serait discontinu sur Il’axe réel. 


18. Le groupe discontinu qui précéde conduit a partager le 
demi-plan en un nombre infini de triangles : c’est cet intéres- 


he 
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sant résultat que je voudrais indiquer. Je le rattacherai a la théorie 
arithmétique de la réduction des formes quadratiques définies; il 
nous faut donc d’abord ouvrir une parenthése pour établir, ayee 
Lagrange, la notion de forme quadratique réduite. 

Soit une forme quadratique 


S(@, ¥) = 402+ 2bay + cy, 


ott a, b, c sont des quantités réelles quelconques satisfaisant aux 
inégalités 
a>o o>, 6>— ac<0, 
ce qu’on exprime en disant que la forme est définie et positive. 
Concevons qu'on effectue sur x et y toutes les substitutions a 
coefficients entiers positufs ou négatifs 


2 


e=aart+ By’ |] ae 
y=re'r by} 


By =1); 


on aura ainsi une infinité de formes quadratiques qu’on dit équt- 
valentes 4 la premiére, dans lesquelles les coefficients de x? et y? 
sont évidemment positifs et dont le discriminant est le méme. 
Nous voulons, parmi toutes ces formes équivalentes, en recher- 
cher une ou plusieurs jouissant de propriétés spéciales. 

A cet effet, prenons d’abord, dans l'ensemble des formes équi- 
valentes, celles ot le coefficient de x? est le plus petit possible; 
dans les formes ainsi mises a part, prenons la forme ou les formes 
ott le coefficient de 7? est lui-méme le plus petit possible. Nous 
allons montrer qu’en appelant 


F = Ag?+ 2Bay + Cy? 
une telle forme, on a nécessairement 
(7) ASC, a/BISA. 
La premiére inégalité est évidente, puisque, si elle n’était pas 
vérifiée, on n’aurait qu’a faire la substitution 
way, Gon 


pour avoir une forme dans laquelle le coefficient de a’? serait 
plus petit que celui de #* dans F, ce qui est contre l’hypothése. 


ios 
P= 
ee 
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Pour établir la seconde inégalité, faisons la substitution 


(p entier quelconque ), 


C—o2Bu+Api2c, 


apBjsA. 


indiquées (7); on donne le nom de formes réductes aux 
es salisfaisant a ces conditions. 
Si l’on pose 

Be aga Df {0 6); 


° 6 
1 a, pour une forme réduite, 
4 


A2<AC, 4B?SA?< AC; 


: 3B*EAC— B? =D. 


pBis(/P et atsac = ac— Bra Bey 


i 
AS(/7D. 

es coefficients A et B sont donc limités en fonction du discri- 
nt D qui est le méme pour toutes les formes équivalentes. 

us allons établir qu’en général il n’existe, dans un systeme 
formes quadratiques équivalentes, qu'une seule forme satisfai- 
“a aux conditions (7). Supposons, en effet, qu'il existe deux 
es équivalentes satisfaisant 4 ces conditions 


Aat+ 2Bay+Cy? et A’xt+ 2Blay+C'y?, 
-qu’on ait a la fois 
ASG, 2) BSA; 


en oe MECh > sth (sa. 
Ri ant 


es coefficients des formes F satisferont donc aux deux inéga- — 


ese 
£~ 


APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL INFINITESIMAL. 
Soit A’ la plus petite des quantités A et A’. Ecrivons donc 


A'S A, 


dott nous concluons 


Je suppose que la substituuon a coefficients entiers 
(a, y, sr + By, yo+ Oy) (as — By =1) 
transforme la premiére forme en la seconde. Ona 


A’= Aa? + 2Bay + Cy?, 
B'= AaB + B(ad + By) + Cy. 
Or 
AA’= (Aa+ By)?+ Dy?, 
el, puisque 


KASD: 
il en résulte 
soit y= 0, soll 7 =sen. 


1° Prenons d’abord V’hypothése y = 0, alors « = 6 =+ 1; done 
At Sphckte§ @meg 
Or 
Ad nek. 


BSS , Bas 
|Bjs== > et [BIS 


eb 


Pour qu’on ait B’—B=-+ A®, la valeur de 6 ne peut étre 
Que. O; seat. 
Si 8 =o, ona B/=B, et les formes coincident. 


< A : 
Si 6 2-- 1, ona B= Bae = d’ot les deux formes 


Av?+ Avy +Cy?, Aa =Aaxy+ Cy. 


Jes 

® Supposons maintenant que y==1. Dans les caleuls qui 
Riven les signes supérieurs cones inEieaeE a l’hypothése 
Y=+1, les signes inférieurs 4 y =— 1. On aura 


A’= Aa®?+o2Ba+C; 
or 
Ss Cs 
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-_— 


oe 
Aa + 2Baso, 


2|BI<A, 


ui entraine 
Az? + 2Ba20, 


il en résulte 
Aat+2Ba=0, 


Ate done A ssl) = C. 


a relation Az? »9Ba =o entraine soit «= 0, soit #?=1, 


eo |B\SA. 
Sia égale zéro, on aura, en se reportant a la valeur de B’, 


B’+ B= Aé, 


A A 
[BS >> |B) S>> 
-résulte que l’on a 
S0it, Gero, © soit 6*= 1. 


Dans le premier cas, la forme (A’, B’, C’) ne différe de la forme 
(A, B, C) que par le signe du second coefficient. 
Dans le second cas, la relation 


| B’2— A’'C’= B?— AC 
ne 
(—Bx Ao)? — ACG’= B?— AC, 


on déduit 
C'= 2A = 2Bé = 2(A => BS). 


B'=—BHA8 

, par suite, 

C'’=+2B'S = (puisque 62=1). 

ne la forme ( A’, B’, C’) est réduite, on a 
Cc >A’ 

+ 2B’s2 A, 


est impossible puisque 2|B'|SA’. On a donc, 


a 
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dans la forme (A‘, B’, C’), 


a| Bites AY 
Si a égale Vunité, ona 
2B Sa Ae. 
Kn se reportant a la valeur de BY’, il vient 


Beeb = a8, 
et comme 
c A fi< A 
|BIS—, |BIS—, 


2 
2. 2 


on ne peut avoir que Oo 25 OO Bree 1, 


Dans le premier cas, la forme (A’, B’, C’) ne differe de (A, B, C) 
que par le changement de signe du terme moyen. 
A 
oy 


Dans le second eas, puisqu’ici | B| —=—; on aura 
mal [ 


2|B'| =A’. 

C’est la méme conclusion que plus haut. 

De cette discussion résulte la conclusion suivante : Dans um 
systeme de formes définies positives équivalentes, tl n existe 
qu une réduite 

Aw?+ Bay +Cy?, 
sauf dans le cas ou Vona 
Sort, AVG SOlts 22) Diane 

Le calcul ci-dessus enseigne, dans ces cas, 4 former les réduites 
équivalentes. 

19. Revenons maintenant au groupe de substitutions linéaires 


— (ad — be =1), 


a, b, c, d étant des entiers. Je rattacherai de la maniére suivante 
l'étude de ce groupe a la théorie de la réduction des formes qua-— 
dratiques exposée dans le paragraphe précédent. En posant 


S=2+1y, 
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F as+ob — 
rR Ss 
e réelle de sed nS 


ac(a?+- y?) + (ad + be) ar + bd 
c2(a?-+ y?) + 2cdax - da? : 


et le carré de son module est égal a 
el 


é a*(r*+ y*) + 2abxr + b? 
oe? (2? 4" 7?) + acdzx-+ d? 


— Jenvisage la forme quadratique aux indéterminées X et Y 
(F) X24 o7 XY + (a?+ 2) Y2, 


s y ayant des valeurs déterminées (j° > 0). Si lon effectue sur 
cette forme la substitution 


(X, Y, dX+ bY, cX+ayY), 


+ [a?(xv2+ y?) + 2abx + b?] Y?. 


ta : 
~ Oron peut choisir Jes entiers a, b, c, d (ad — bc =1) de ma- 
-niére que cette forme soit réduite; on aura alors 
a c?(#?+ vy?) + 2cdxr + d?< a®( a? + y?)+ 2abar + b?, 
.*: I. (#?+y?2)ac+(ad+be)r+bd _ 1 


— ce? (x? y?) + 2edx + d? a? 
Done, en choisissant convenablement les entiers a, b,c, d, le 


a * az+b 
module de ae 


sera plus grand que Vunité, et sa partie réelle 
> 
oe +2 = T La 
era comprise entre — > et + > 
On peut encore dire quad tout point s du demi-plan corres- 


ond, par une substitution convenable du groupe, un point 
ns le triangle formé dans le demi-plan par les droites 


Sez =—+ et la circonférence x«*+ y*=1. Le troisi¢me 
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dans le triangle précédent. En effet, si le point (a, y) est a Vin- 
térieur du triangle (et non sur son périmétre), la forme quadra- 
tique F est une forme réduite, et toute autre forme équivalente 
n’est pas une réduite, d’aprés le théoreéme du paragraphe pré- 
cédent. 

Les points du périmétre du triangle se correspondent deux a 
deux par une substitution du groupe. 

La substitution 


(3, +1) 


transforme le cété BB’ dans le cété CC’; la substitution 


oa ZS 
transforme larc en AB en l’arc AC fier oT]. 


Si Pon fait des représentations conformes du triangle fonda- 
mental qui précéde, en employant toutes les substitutions du 
groupe, on obtiendra une infinité de triangles curvilignes dont 
les cOtés seront des arcs de cercle normaux 4 Ox. Deux quel- 


Fig; 27. 


conques de ces triangles ne pourront avoir d’autres points com- 
muns que des points de leur périmétre; en effet, s’il en était 
aulrement, un tel point commun, considéré comme appartenant a 
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Pun ou lautre de ces triangles, correspondrait a deux points de 
Vintérieur du triangle fondamental, ce qui est impossible, puisque 
deux points de l’intérieur de ce dernier triangle ne peuyent se 
correspondre par une substitution du groupe. Le demi-plan se 
trouve ainsi partagé en une infinité de triangles curvilignes,: 
et deux quelconques de ces triangles sont la représentation con- 
forme l'un de l’autre ('), 


20. Le point de vue auquel je me suis placé plus haut pour 
rattacher la théorie de la substitution 


az—+-b 


(+, es d) 


ala théorie des formes quadratiques peut étre étendu pour obte- 
nir les substitutions dun demi-espace, qui sont les analogues des 
substitutions précédentes (*). 

Il nous faut auparavant indiquer la fagon dont M. Hermite a 
généralisé la notion de forme quadratique, en considérant des 
formes quadratiques a indéterminées conjuguces. M. Hermite , 


donne ce nom aux formes telles que 
AXXo9-- BXY,)-+ By Xo Y + CYYo, 


dans laquelle X et Xo ainsi que Y et Yy sont deux variables com- 
plexes conjuguées. Les coefficients A et C sont réels et By est la 
conjuguée de B. Si Von effectue sur X et Y une substitution 


X = dX’'+ bY’, 
¥=cih'+ 21’, 


a, b, c,d étant des quantités complexes, et si Pon a soin d’effec- 


tuer sur X,y et Y, la substitution conjuguée 


oe ye) ote By Vip, 


, re ad 
Yo = Co Xo + a) Y4, 


(*) Outre Vouvrage déja cité de M. Klein, on pourra consulter sur ce sujet le 
Mémoire de M. Dedekind : Ueber die elliptischen Modul-Functionen (Journal 
de Crelle, t. 83). 

(*) E. Picanp, Sur un groupe de transformations des points de Vespace 
situes du nidme cété d'un plan ( Bulletin de la Societe mathématique, 1884). 

P. — I. 29 
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la forme donnée se transforme en une autre de méme nature. Il y 


a encore un inyariant analogue a celui des formes réelles : c'est 


l’expression 
BBy—- AC. 


Quand celle-ci est négative et que A>>0, C>>o, la forme est 
encore dite définie et positive. 


Ces remarques faites, j'envisage la forme suivante, qui va rem- 
placer la forme F du § 19, 


XXp-+ @XYVq + ap Xo ¥ + (2% + y*) YY, 
ot w désigne une quantilé complexe arbitraire et y une quantité 


réelle positive. 


La substitution a coefficients complexes quelconques 
(X, Y, dX + bY, cX+aY) (ad — bec =1) 
la transforme en 


A'XX p+ B'XYp+ Bo Xo Y + G' YY, 
en posant 
A'= 6€y (xay-+ y2) + dey @ + dyex, + dd, 


B! == cay (a+ y?) + andx + cbyay + dbo, 


Cl = aay (xay+ y?) + bay @ + byawm + bdo. 


On est ainsi conduit a une transformation relative a la variable 
complexe x et dla somme x7) -+ y?, substitution qui peut s’écrire 


. , Cy (2X4 2) 4- Apdxa + chy xy + dby 
UC = — 7 

| CCo( wag 97) + deyx + dycxy + ddy 
] of a eee aay (rary y?) + bayx + boar + bby 
CCy(eayo-+ y?) + deyx + dycay + ddy 


A un systéme de valeurs de la quantité complexe a et de la 
quantité positive y correspond par ces formules un systéme par- 
faitement déterminé de 2’ et / (/ étant posiif comme y). D’a- 
prés la maniére méme dont cette substitution a été obtenue, il est 
manifeste que le produit de deux de ces substitutions, correspon- 
dant aux valeurs a, b,c,d eta’, b', c', d' (ad— be= a'd'— b'c!=1), 
sera encore une substitution de méme nature. 


On peut donner une forme géométrique au résultat précédent. 
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Soient OF, O7, OC un systéme d’axes rectangulaires et considé- 
rons le demi-espace situé au-dessus du plan des & (€>>0). A 
chaque point (&,, ¢) correspond un systéme de valeurs de la 
quantité complexe « et de la quantité positive y, si l’on pose 


et réciproquement. 


La substitution (S) donne done une transformation du demi- 
espace en lui-méme; elle est tout a fait analogue de la transfor- 
mation du demi-plan en lui-méme fournie par la substitution 
linéaire A coefficients réels. 

C’est M. Poincaré quia, le premier, étudié cette transformation 
de Vespace; il l’a obtenue par des considérations géométriques. 
Elle joue un role essentiel dans la théorie des groupes klei- 
néens ('). 

La méthode que nous avons suivie pour obtenir (S) rend facile 
Pétude du cas ot a, b, c, d sont quatre entiers complexes, c’est- 
a-dire de la forme m+ ni (m et n entiers), satisfaisant a la rela- 


tion 
aad — be =t. 


Les substitutions S forment alors un groupe discontinu. On 
trouve, pour ce groupe, un polyéedre fondamental limité par les 
quatre plans 


et la sphére 


ce polyédre est tout a fait analogue au triangle fondamental ren- 
contré plus haut. Mais le développement de ce point m’entrainerait 
trop loin, et je me borne 4 renvoyer 4 mon article cité plus haut. 


IV. — Carte d’une surface. 


21. Onappelle carte géographique dune surface la représenta- 
pp geograp | 
tion d’une surface sur un plan, de telle sorte qu’a chaque point du 


(') H. Poincare, Mémoire sur les groupes kleineens ( Acta mathematica, 
e050}. 
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plan corresponde un point de la surface. Les cartes les plus inté- 
ressantes sont celles dans lesquelles les angles sont conservés, 
c’est-a-dire dans lesquelles l’angle de deux lignes quelconques dans 
le plan est égal 4 langle des lignes qui leur correspondent sur la 
surface : dans ces conditions, les parties infiniment petites sur la 
surface et sur la carte sont semblables. 
Soit 
ds? = E du?-+2F du dv + G dv? 
le carré de l’élément d’are sur la surface. 5il’on exprime wu et ¢ en 
fonction des coordonnées rectangulaires X et Y sur le plan de la 
carte, on doit avoir (§ 2) 
E du? 2F du dv + G dv? = )(dX?2-+- dY?) 
égalité qui exprime que les carrés des éléments linéaires sur le 
plan et sur la surface sont proportionnels. Le probléme des cartes 
géographiques revient done a exprimer w et ¢ en fonction de X et 
Y, de telle sorte qu’a un facteur prés la forme qui représente ds? se 
ai 
réduise adX + dY 


Cette réduction, comme Lagrange l’a montré, peut étre faite - 
dune infinité de manieres. Il est évident, a priort, que d'une carte 


2 


on déduira toutes les autres, en effectuant sur cette carte une trans- 
formation quelconque conservant les angles, wansformation étu- 
diée dans la Secuon IH. Pour démontrer la possibilité de la rédue- 
tion annoncée, il faut nous appuyer sur le résultat suivant, que 
nous aurons a reprendre avec plus de détail dans la théorie des 
équations du premier ordre. 

Etant donnée une expression 


P dzx+-Qdy, 


ot! P et Q sont des fonctions quelconques de x et y, il existe une 


fonction p de x et y, telle que 
u(P dx +- Q dy) 
soit une différentielle totale. Il faut et il suffit pour cela que 


el eetnp (= ~) = 0 


oy Ox 
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“2t al 
On n’aura aucune difficulté a admettre pour le moment qu'il existe 
1 fonction u de w et vy (et méme une infinité) satisfaisant a cette 
unic ue ald a appellera ». un facteur intégrant de lexpres- 


r . 
Ceci posé, reprenons 


ds? — E du? + 2 F du do + G do? (EG — F2 > 0). 


Nous pouyons décomposer cette forme quadratique en du et de 
en un produit de deux facteurs qui seront imaginaires conjugués. 
- Soit 

- ds?= (a du + bdv)(a' du + b' de); 


= 
aeta’, b et b' sont des fonctions imaginaires conjuguées des deux 
variables réelles w et ¢. L’expression 

a ae 


~ adu-+bd¢ 


ae un facteur intégrant que nous écrirons sous la forme 


. On a done 
thw 
Beatie’ (m+ nt)(adu+ bdv) = dX -- iad, 
pints 
* Met Y étant deux certaines fonctions de w et . 
- Pareillement, 


writs 
_ tn — Wid du 4, b' de) = de — vd; 


_ par suite, 
ds?(m?-- n*?) = dX?2-+- dY?. 


Les deux fonctions X, Y de w, » établissent done la correspon- 
lance cherchée entre es points de la surface et les points du plan 


La recherche du facteur intégrant exigeant, en général, l'inté- 
tion d’une équation du premier ordre, le calcul précédent donne 
nt la démonstration de la possibilité théorique de la réduc- 


ALYY pi 


enons ¢ quelques exemples simples. Proposons-nous de 
ta ate dune sphére; en la rapportant A son centre et dési- 
vary en la apeaiioe et le a eae de la latitude d'un 


= _ 
ee me ’ : 
es se ; As i) sal : 
he ee > 
ae is ’ = » 
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point (2, y, 2), nous avons 


xz = Rsin6 cosy, 
y = Ksin9 sing, 


4°=)Ricos; 
RK étant le rayon de la sphére. On a de suite 
ds? = R2( d+ sin? 6 dy?). 


Pour ramener ds? a la forme u(dX?-+ dY*), nous pouvons écrire 


2 — B2sin?2 a? ie 
ds? = R? sin il +dv?). 
Il suffit alors de poser 
: dv 3 

X=, dV =adh, 
ce qui donne 

3 i) : 

X = log tang -, Neve 

eA 


On aalors une carte dans laquelle les paralléles et les méridiens 
sont représentés par des paralléles aux axes de coordonnées. C'est 
la carte de Mercator. 

Une autre carte de la sphére peut étre obtenue de la maniére 
suivante. Ecrivons ds? sous la forme 


§ / R2 do? 0 
ds® = 4 cos* e Obreren R? tang? A dv? \. 
4 cos* — of 
. 2 J 


Sp : ( 
Si lon pose ¢ = R tang >> on aura alors 
2 , P y 2 9 2 
ds? = 4 cos* * (do2+ 62 d?). 


La quantité entre crochets représente le carré de |’élément li- 
néaire dans un plan, rapporté aux coordonnées polaires (9 et 4). 
Par conséquent, si l’on pose 


X=pcosh, Y= psiny, 


= 
Yr 


SURFACES APPLICABLES. _ 


_— 


— ee 


ds? = & ere D (dX dY?), 


me correspondant a une carte géographique. Il est facile d’in- 
p eter po oetngqnement le résultat qui prods Prenons la pro- 


tant au pole austral sur la sphére. Si @ est la projection stéréo- 
raphique du point A(9, 4), on aura évidemment 


in ld 


if) 
© ee Oa = Rtang-- 


Les coordonnées polaires du point a dans le plan sont donc 
“Rtang® et 4. La carte que nous avons obtenue n’est done autre 
e la carte par projection stéréographique: le calcul précédent 
ymnduit & ce résultat bien connu que cette transformation con- 
rve les angles. 


23. Terminons en faisant la carte de l’ellipsoide 


it 2 2 2 4 ' 
. [+ i+! (vs bc): 


gies! 
Pakiat) 


Le paramétre i, supposé compris entre — a? et — b?, corres- 


a Vhyperboloide a deux nappes 


x 5) aan 32 


Ck Pad jeer 


B: compris entre - - 6? et — c*, correspond a l’hyperboloide a une 


wr i 2 ; gt 
ep Step +p 


s trois Gquations précédentes dounent 

ron a2(at+ h)(a?+ p) 
asl | = (@— 63) (a*—e?)’ 
ie i MU j + por aks bbe 1) (62 H) 
A (6? ce?) (6% — a?) ’ 
s ies 1) (+p) 


Nous prendrons les coordonnées elliptiques % et » sur cette sur- 
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Calculons 


on a 

dr da). dy. 

» - = —_ + -—- —4 
r Gah © ara 
dy d) dy. 
) 52-1.) b+ 
dz dh dp. 

a eee eB ot a : 
5 ree eny \ Cee a 


el, par conséquent, 
4 ds? = M, dh? + My du?; 


en posant 


xv 2 32 
Mj set aae 4 
(a2 -+- A)? (b2=-)2 (c2+-)P 

x 2 3 
Mg ee ee ee ee 
(a?--)2 — (62-2)? (ce? +)? 


Pour calculer rapidement M, et My, opérons comme le fait Ja- 


cobi (Vorlesungen tiber Dynamik). Soit 


u(t)=1— - 
: a 


On a 


{ 


(= er 7? . yp? ‘ cae 
at en” (ac ¥p (Binh 0 Note aaa 


Mais, d’autre part, w(t) s’annulant pour fae, eae Avis u., On 
peut éerire 
t(¢— A) (t— B) 


re (a2? t)(6?+ t)(@+t)’ 
done 
i mt na © dO — pe) : 
Ot ioe (a*- d) (62-- ) (ce? = d) 
\insi 
Mees W(A- 1) ae. At ra = ee SU Fe A 
(a24-)(62-+-)(c2? +2) "(a2 2) (0? + 2) (ce? + yw) 
Nous avons done 
ee 5 p : 
{ ds? (u—A)] - etic. d)2- ye 


(a®+-))(b%- )) (€?+-)) (a2 2) (B21) (CF ) Me 


SURFACES APPLICABLES. 


eral iph ique de lellipsoide. H suffit de poser = 


x= f\/ ope ws 
=, By M2 TE JOE 
= Jaret pee 


des paralléles aux axes de coordonnées. 


FIN DU TOME I. 
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Re nti ermet d’obtenir immédia cement une carte géo- 
Pp $ 


Les deux systémes de lignes de courbure de la surface, corres- 
nt a 4 = const. et 4 == const., seront représentés sur la carte 


4 
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